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3.1. Parámetros de la matriz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2. Desviación del modelo para el producto matriz dispersa-vector. 39

3.3. Desviación del modelo para el producto matriz dispersa-matriz
densa con orden JIK. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.4. Desviación del modelo para el producto matriz dispersa-matriz
densa con orden IKJ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.5. Desviación del modelo para el producto matriz dispersa-matriz
densa con orden IJK. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.6. Desviación del modelo para la trasposición de una matriz dis-
persa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.7. Desviación del modelo para el producto matriz dispersa-matriz
densa optimizado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.8. Desviación del tiempo de ejecución usando el bloque propuesto
por el modelo como porcentaje del tiempo óptimo de ejecución.
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total resultante. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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2.5. Código con un acceso a grupos de elementos con una proba-
bilidad uniforme de referencia para el vector X. . . . . . . . . . 17

2.6. Correspondencia entre la localización de las entradas en una
matriz banda a trasponer y los grupos a donde son copiadas
en los vectores que definen la matriz traspuesta. . . . . . . . . 19
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4.3. Número de fallos durante la trasposición de una matriz dis-
persa 20K×20K con Nnz = 2M entradas, Ls = 8 y K = 4 en
función de W y Cs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
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encias que han resultado accedidas durante una iteración del
bucle en K. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
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5.10. Código de Stencil. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

5.11. Método de Jacobi bidimensional. . . . . . . . . . . . . . . . . 152

5.12. Producto matriz densa-matriz con blocking perfectamente anida-
do. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

5.13. Producto matriz densa-matriz con blocking y copia con trasposi-
ción del bloque. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
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Caṕıtulo 1

El análisis de la jerarqúıa de
memoria

El cuello de botella para el rendimiento en los sistemas de computación
radica hoy por hoy en la diferencia entre la velocidad del procesador y la del
sistema de memoria. En particular, los códigos cient́ıficos se encuentran entre
los más afectados, pasando algunos de ellos más de la mitad de su tiempo de
computación aguardando la recepción de datos de la memoria [37]. Por otra
parte, la tendencia actual en el desarrollo de tecnoloǵıas de procesamiento
y de memoria no lleva sino al aumento de esta diferencia [8], [26], [10]. Aśı,
durante la última década la velocidad de los procesadores ha crecido entre
un 50% y un 100% cada año, mientras que la de la RAM dinámica crece en
torno al 10% [15],[26].

La técnica comúnmente empleada para reducir las latencias de acceso a
memoria, ha sido la construcción de una jerarqúıa de niveles de memoria
en la que éstos, cuanto más cercanos al procesador, son más rápidos pero
tienen también una capacidad menor. Los niveles más próximos a la unidad
de proceso están constituidos por pequeñas memorias de alto coste con una
velocidad similar a la del procesador denominadas cachés, las cuales se basan
en los principios de la localidad espacial y temporal [42] para retener el
subconjunto de los datos e instrucciones manejados por el programa con
mayor probabilidad de acceso en cada momento. La naturaleza secuencial
de la mayoŕıa de los accesos a datos y especialmente a las instrucciones
fundamenta ambos principios.

En general, la jerarqúıa de memoria puede constar de varios niveles de
caché [4] en los que cada uno de ellos recibe peticiones de acceso a posiciones
de memoria del nivel superior (el nivel superior está constituido por los reg-

1
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istros del procesador). Si el nivel contiene la posición solicitada, se dice que
la petición resulta en un acierto, transfiriéndose al nivel superior una serie de
palabras del tamaño del bloque que éste maneja, en el caso de una lectura, o
modificándose el valor contenido por la posición si se trata de una escritura
(dependiendo de la poĺıtica de escritura seguida, el dato también se podŕıa
transferir al nivel superior). En caso contrario, la petición resulta en un fallo
y el nivel considerado debe solicitar el acceso a la posición al nivel inmediata-
mente inferior. El tiempo necesario para resolver el fallo se denomina latencia
de fallo, y el tiempo durante el que el procesador permanece inactivo debido
a los fallos en la jerarqúıa de memoria, penalización por fallo.

Aśı pues, resulta crucial para la mejora de las tasas de computación la
reducción tanto de la latencia de fallos como de la tasa de fallos, es decir,
el porcentaje de referencias que resultan en un fallo, sin olvidar la reduc-
ción del tiempo de servicio en los aciertos [26]. Para ello se emplean tanto
técnicas hardware en los distintos niveles de la jerarqúıa (buffers de escrit-
ura, asociatividad de la caché) y en el procesador (ejecución en desorden,
cambios rápidos de contexto) como software (reestructuración de datos [3] o
código [11], etc.), siendo muy activa la investigación en este área. El análi-
sis del comportamiento de la jerarqúıa de memoria será fundamental para
determinar las mejores soluciones técnicas, y para ello disponemos de varios
enfoques que repasamos a continuación.

1.1. Estrategias para el estudio del compor-

tamiento de la caché

Podemos distinguir en la bibliograf́ıa tres aproximaciones diferentes para
el estudio del comportamiento de la caché: simulación software, monitor-
ización hardware y el modelado anaĺıtico.

Simulación Software

El enfoque más extendido para conocer el rendimiento de una caché ante
un determinado código es la simulación software de la ejecución del mismo,
emulando el efecto en la caché de todos y cada uno de los accesos que gener-
aŕıa [47]. Esta técnica, si bien es muy exacta, proporciona poca información
sobre las razones del comportamiento de la caché y requiere, en general, tiem-
pos de computación muy grandes, t́ıpicamente varias veces mayores que los
que requieren los códigos simulados. Se han propuesto varias técnicas para
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reducir el tamaño de la secuencia de direcciones (traza) que gúıa la simu-
lación, a fin de reducir el coste tanto de tiempo de computación como de
espacio de disco, el cual puede ser considerable dependiendo de la aplicación.
No obstante son pocas las que prestan suficiente atención a la problemática
de la reducción de la representatividad que tendrá el subconjunto escogido
de la traza.

Monitorización hardware

Algunos de los microprocesadores comercializados en los últimos años
superan los problemas asociados a los tiempos de computación y el alma-
cenamiento de trazas proporcionando herramientas de monitorización del
rendimiento tales como contadores de fallos incorporados en el chip. Pode-
mos mencionar microprocesadores tales como el MIPS R10000 [52], la familia
DEC Alpha [17], Intel Pentium [34], el HP PA-8000 [28] y el IBM Power2 [48].
Sin embargo, su uso presenta las limitaciones de requerir la compilación y
ejecución del programa, con lo que sólo pueden proporcionar información a
posteriori sobre el sistema, aśı como su restricción a una plataforma espećıfi-
ca. Lo mismo cabe decir de otras formas de medición hardware, como el uso
de monitores [14], previas a la aparición de procesadores con estas facilidades.

Modelado anaĺıtico

Frente a la imposibilidad de que adolecen estas técnicas para proporcionar
rápidamente estimaciones o ĺımites del rendimiento para un amplio abanico
de programas y configuraciones de caché, una estrategia más general es la
del modelado anaĺıtico, el cual, además de requerir tiempos de computación
reducidos, flexibiliza el estudio paramétrico del comportamiento de la caché y
proporciona más información sobre éste que los métodos experimentales. Su
punto débil ha sido tradicionalmente su baja precisión. Muchos modelos ex-
traen parámetros de entrada de trazas [1], [9], [29], [40] y los combinan con
los parámetros de definición de la caché, con lo cual su aplicación requiere
todav́ıa de la obtención de la trazas, tarea costosa de por śı. No obstante, se
han desarrollado modelos más generales que toman como entrada el código
a analizar [24], [45], posibilitando de esta forma su uso por parte de compi-
ladores y herramientas de optimización automática.

En la siguiente sección revisaremos algunos de los trabajos relacionados
con el estudio de la caché a fin de establecer con mayor claridad el estado
actual de la investigación en este campo.
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1.2. Trabajos previos

Al igual que para los códigos con patrones de acceso regulares, los acce-
sos irregulares han sido estudiados habitualmente a través de simulaciones
guiadas por trazas. Es el caso de trabajos como [43], en donde se simula el
producto matriz dispersa-vector usando matrices reales para diferentes con-
figuraciones de caché a fin de concluir cual es la configuración óptima para
la ejecución de este algoritmo. El art́ıculo reconoce las limitaciones impues-
tas por el método escogido para recomendar dicha configuración, es decir,
la validez de sus observaciones se limita a las simulaciones efectuadas. De
hecho, en nuestro trabajo veremos (apartados 3.2.4 y 4.1.1) que muchas de
las caracteŕısticas que propone, como el que la caché sea de correspondencia
directa, son realmente muy dependientes de los valores que se consideren para
la configuración de la caché y los parámetros que definen la matriz utilizada.

Otro trabajo en una ĺınea similar es [53], que propone modificaciones
hardware con apoyo software para mejorar el rendimiento caché de aplica-
ciones con patrones irregulares arbitrarios originados por el uso de registros
conectados mediante punteros. El uso de las simulaciones ha dado también
lugar a la propuesta de mejoras puramente software para aumentar la tasa
de aciertos en la ejecución de algoritmos irregulares [38].

Pasando al campo de los modelos anaĺıticos, [1] y posteriormente [2] ob-
tienen diversos parámetros, tales como las probabilidades de acceso a ĺıneas
de código y datos o la probabilidad de que los accesos se den a posiciones
de memoria consecutivas, a partir de trazas, orientándose a la estimación del
rendimiento en un sistema multiprogramado dando especial atención al sis-
tema operativo. Su enfoque considera tres categoŕıas de fallo: los generados
por las referencias iniciales al rellenar la caché, los fallos no estacionarios de-
bidos al cambio de conjunto de trabajo, y los fallos por interferencias debido
a las colisiones que considera que se dan aleatoriamente en los conjuntos de
la caché.

Otro modelo que también asume que un bloque tiene una probabilidad
uniforme de estar asociado a cualquiera de los conjuntos de la caché y que se
basa en probabilidades extráıdas de trazas concretas es el propuesto en [40],
si bien no requiere mediciones espećıficas para distintos tamaños de ĺınea. Por
otra parte, este modelo trata los fallos como un conjunto, y se basa, como
haremos nosotros, en el cálculo del área media accedida entre dos referencias
a la misma ĺınea. Sin embargo, se orienta a la estimación del número de fallos
en el acceso a las instrucciones (y no los datos) de un programa, agrupándolas
en bloques.
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A diferencia de los dos trabajos anteriores, que consideran cachés de
una asociatividad arbitraria, [9] estudia una caché totalmente asociativa con
reemplazo LRU. Se basa en el modelo IRM (Independent Reference Mod-
el) [30], el cual asume que la probabilidad de acceso a cada ĺınea o bloque
es constante en el tiempo, lo cual, si bien simplifica el modelo, reduce sus-
tancialmente su ámbito de aplicación, puesto que es una idea opuesta al
comportamiento real de los programas, los cuales trabajan en cada momento
con un subconjunto de su espacio de instrucciones y de datos que constituye
lo que denominamos su conjunto de trabajo.

En [29] se presenta otro modelo anaĺıtico basado en trazas, siendo su
objetivo la optimización de una jerarqúıa de memoria completa. En contraste
con otros trabajos anteriores de este tipo [33], proporciona una forma general
para el tratamiento de la localidad en una carga de trabajo espećıfica, sin
embargo, al igual que el modelo precedente asume una asociatividad total,
lo cual sigue constituyendo una aproximación poco realista al problema.

En relación a los modelos que no requieren de la existencia de una traza
para extraer ninguno de sus parámetros de entrada, un trabajo representativo
es [45], que se basa en las ideas presentadas en [44]. Si bien está restringido
en su aplicación a cachés de correspondencia directa y a códigos con patrones
de acceso regulares, contempla los tres tipos de fallos introducidos en [27]:
intŕınsecos (accesos por primera vez), de capacidad y de interferencia.

Otro trabajo orientado a códigos densos en cachés de mapeado direc-
to es [24], que deriva ecuaciones para el número total de fallos que se pro-
ducen en un bucle dado. Este trabajo aprovecha la infraestructura del entorno
SUIF [50] como herramienta de análisis automático del código. También pro-
porciona una idea para su extensión a cachés asociativas. El modelo requiere
bucles perfectamente anidados en los que las referencias se encuentran en el
bucle más interno y utilizan funciones afines en los ı́ndices, si bien puede per-
mitir algunos bucles no perfectamente anidados si sólo hay un único bloque
básico entre los bucles. Tampoco permite la presencia de sentencias condi-
cionales. A pesar de ello, constata que en los códigos cient́ıficos estas son las
condicionas más habituales; por ejemplo, aproximadamente el 72% en los
bucles de los códigos del SPECfp las verifican. Además analiza cada bucle
por separado, ignorando los efectos que se pueden dar entre ellos. En esta
tesis presentaremos una estrategia menos restrictiva para la automatización
de nuestro enfoque de modelado.

El único trabajo encontrado referente al modelado anaĺıtico basado en el
código para aplicaciones con patrones irregulares de acceso a memoria es [46],
el cual estudia las auto-interferencias sobre el vector involucrado en el pro-
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ducto matriz dispersa-vector en una caché de mapeado directo sin considerar
las interferencias con otras estructuras de datos ni intentar derivar un en-
torno general para modelar este tipo de códigos. Nuestro trabajo contempla
todos los tipos de fallos e interferencias y se ha desarrollado haciendo énfasis
en la modularidad, es decir, importantes partes del modelo son reusables en
diferentes códigos algebraicos, lo que demuestra la potencial aplicabilidad de
este tipo de modelado.

1.3. Objetivos y organización de la tesis

El propósito fundamental de esta tesis es el desarrollo de una técnica de
modelado anaĺıtico basada en probabilidades que permita obtener buenas
estimaciones del comportamiento de códigos en una caché arbitraria. Este
objetivo tiene una doble vertiente. En primer lugar hemos abordado el de-
sarrollo de un enfoque sistemático y modular para el modelado anaĺıtico de
códigos con patrones de acceso irregulares. Las bases de este enfoque se asen-
tarán en el caṕıtulo 2. El trabajo derivado del cumplimiento de este primer
objetivo nos ha permitido plantear el diseño de una nueva herramienta de
optimización automática basada en el modelado anaĺıtico de códigos con pa-
trones de acceso regulares.

Nuestro interés por los patrones irregulares viene dado por varios motivos.
Por un lado, estos patrones reducen el rendimiento de la jerarqúıa de memo-
ria, al no respetar los principios de localidad en que ésta se basa. Por otro,
tal y como hemos comentado, se han realizado pocos estudios sobre ellos, en
parte debido a la mayor complejidad de su análisis debido a su naturaleza,
a pesar de que surgen en multitud de aplicaciones. En este trabajo nos cen-
traremos en concreto en aplicaciones numéricas de álgebra matricial dispersa,
es decir, que manipulan matrices con un número elevado de posiciones cuyo
valor es cero, lo cual lleva a almacenarlas mediante formatos comprimidos
que generan este tipo de patrones, como veremos en el caṕıtulo 3 cuando
apliquemos nuestro enfoque anaĺıtico a códigos concretos. Un aspecto muy
importante a tener en cuenta para el modelado de códigos que trabajan con
matrices dispersas es la distribución de las posiciones que contienen valores
no nulos (entradas). Inicialmente, a lo largo del caṕıtulo 3, consideraremos
matrices con una dispersión uniforme de las entradas.

En el caṕıtulo 4 se extenderá el modelo para considerar matrices con
distribuciones en banda. A su vez, dentro de este tipo de matrices distin-
guiremos entre aquellas con una dispersión uniforme de las entradas sobre la
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banda, y aquellas que presentan una distribución uniforme por diagonales, es
decir, la distribución de entradas en cada una de las diagonales que consti-
tuyen la banda puede considerarse uniforme, permitiendo que las diferentes
diagonales tengan diferentes densidades de entradas.

Por último, formalizaremos la aplicación de nuestra estrategia de mode-
lado para códigos densos. La regularidad de los patrones de acceso que carac-
terizan estos códigos permitirá que extendamos nuestra técnica de forma que
podamos implementarla en una herramienta de análisis automático de código
en el caṕıtulo 5. Esta labor partirá de las bases del modelado expuestas en el
caṕıtulo 2 para añadir reglas de obtención del número de fallos por referen-
cia y bucle o las normas para extraer la forma de la región afectada por las
referencias a una matriz dada durante la ejecución de un cierto bucle, por
ejemplo. El enfoque automatizado se verificará mediante una implementación
simplificada que se aplicará a un conjunto de códigos representativos.

Los resultados de este trabajo han sido publicados en [18], [19], [22] y [23]
de donde exclúımos las conferencias nacionales.
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Caṕıtulo 2

Aspectos generales del
modelado

En este caṕıtulo introduciremos la terminoloǵıa y la filosof́ıa en que se
basa nuestro enfoque de modelado. También derivaremos fórmulas que se
utilizarán asiduamente en los distintos modelos, independientemente de que
correspondan a algoritmos con patrones de acceso irregulares, como los que
veremos el los caṕıtulos 3 y 4, o a códigos que sólo contienen patrones regu-
lares de referencia a memoria, los cuales estudiaremos en el caṕıtulo 5.

2.1. Parámetros de entrada

Aún cuando la palabra es la unidad f́ısica de acceso a memoria, las referen-
cias acceden realmente a valores enteros o en punto flotante y no a palabras.
El modelo se construye en función de la unidad de referencia, que se ha elegi-
do como el tamaño de un valor en punto flotante, por ser los más empleados
en las estructuras de datos que sufren accesos irregulares en las aplicaciones
que hemos estudiado. Aśı pues, al considerar una caché de Cs palabras con
ĺıneas de Ls palabras, realmente queremos decir que la caché puede contener
Cs valores en punto flotante. Un parámetro derivado que se usa en algunas
fórmulas es Nc = Cs/Ls, el número de ĺıneas de la caché.

Los primeros modelos construidos estaban orientados a cachés de corre-
spondencia directa. La posterior extensión a cachés asociativas por conjuntos
con poĺıtica de reemplazo LRU llevó a la inclusión de un nuevo parámetro
para describir la caché: el tamaño K del conjunto. A partir de la inclusión
de este concepto también es de interés el manejo de Nk = Nc/K, el número

9



10 Caṕıtulo 2. Aspectos generales del modelado

Cs Tamaño de la caché en palabras
Ls Tamaño de la ĺıneas en palabras
Nc Número de ĺıneas de la caché (Cs/Ls)
K Nivel de asociatividad
Nk Número de conjuntos de la caché (Nc/K)
Csk Cs/K

r tamaño de un dato entero
tamaño de un dato en punto flotante

Cuadro 2.1: Notación empleada.

de conjuntos de la caché. También se mostrará de utilidad el uso del cociente
entre el tamaño de la caché y su nivel de asociatividad Csk = Cs/K.

Por último, a fin de tener en cuenta la posibilidad de que haya tipos de
datos básicos con un tamaño distinto (enteros, valores en punto flotante de
mayor precisión, etc.) pueden utilizarse factores que los escalan. En nuestros
modelos hemos considerado un factor r:

r =
Tamaño en palabras de un valor entero

Tamaño en palabras de un valor en punto flotante
(2.1)

para escalar las referencias a vectores constituidos por enteros.

La tabla 2.1 resume los parámetros aqúı introducidos a fin de facilitar su
consulta en lo sucesivo.

2.2. Ideas básicas

El modelo considera los tres tipos de fallos existentes en una caché: in-
tŕınsecos, auto-interferencias e interferencias cruzadas:

La primera vez que se accede a un bloque de memoria tiene lugar un
fallo intŕınseco.

Las auto-interferencias son fallos sobre ĺıneas que han sido expulsadas
previamente de la caché por ĺıneas pertenecientes a la misma estructura
de datos.

Las interferencias cruzadas se refieren a fallos sobre ĺıneas que han
sido expulsadas entre dos referencias consecutivas a ellas por ĺıneas
pertenecientes a otras estructuras de datos.
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Por otra parte, es posible que una ĺınea sea expulsada por una combi-
nación de ĺıneas procedentes de la misma y de otras estructuras de datos,
con lo que los dos últimos tipos de fallos pueden unificarse para darles el
nombre genérico de interferencias.

La idea en la que se fundamenta nuestro modelo es que si tenemos un
conjunto de tamaño K y una poĺıtica de reemplazo LRU, que es la más
frecuente en los sistemas reales, para que una ĺınea sea reemplazada antes de
ser reusada es preciso que se acceda a K o más ĺıneas diferentes asociadas
al mismo conjunto entre ambos accesos. Obsérvese que cuando K = 1 el
comportamiento es el de una caché de mapeado directo.

La probabilidad de reemplazo para una ĺınea dada crece con el número de
ĺıneas afectadas por los accesos que se dan entre dos referencias consecutivas
a ella y depende de la forma en la que estas ĺıneas se distribuyen entre
los conjuntos. Esto último viene dado por las posiciones de memoria de las
estructuras de datos accedidas, dado que son las que determinan el conjunto
de la caché a que está asociada cada ĺınea. Manejamos las áreas cubiertas
por los accesos a una estructura de datos dada V del programa mediante
un vector de área SV = SV0SV1 . . . SVK

, donde SV0 es la proporción en tanto
por uno de conjuntos que han recibido K o más ĺıneas de V, mientras que
SVi

, 0 < i ≤ K es la proporción de conjuntos que han recibido K − i ĺıneas
de esta estructura. Esto significa que SVi

es la proporción de conjuntos de la
caché que requieren accesos a otras i nuevas ĺıneas diferentes para reemplazar
todas las ĺıneas que conteńıan cuando se inició el acceso a V. En la figura 2.1
tenemos dos ejemplos de vectores de área correspondientes a dos vectores U

y V junto con la distribución de las ĺıneas asociadas a ellos en una caché.

Para calcular el número medio de ĺıneas asociadas al conjunto que nos
interesa durante un periodo dado de la ejecución de un código, calcularemos
los vectores de área para cada una de las estructuras de datos referenciadas
durante ese periodo. Será necesario además proporcionar una operación para
sumar los vectores de área y que denominaremos operación de unión. Fi-
nalizaremos este apartado con el cálculo del número de ĺıneas de un vector o
matriz que compiten con otra por el mismo conjunto de la caché.

2.2.1. Unión de vectores de área

La forma de obtener el vector de área total es una cuestión fundamental.
Se calcula como la suma de los vectores de área correspondientes a los accesos
a las distintas estructuras de datos del programa. Dados dos vectores de área
SU = SU0SU1 . . . SUK

y SV = SV0SV1 . . . SVK
correspondientes a los accesos a las
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U
S = (0.25, 0.25, 0.5)

V

S    = (0.5, 0.25, 0.25)
U  V

� � �
� � �
� � �

� � �
� � �
� � �

S = (0, 0.5, 0.5)

� � �
� � �
� � �
� � �

k

V

V

VU

U
K=2

N =4

Figura 2.1: Vectores de área correspondientes a accesos un vector U y un
vector V en una caché con Nk = 4 y K = 2 y vector de área total resultante.

estructuras U y V, definimos el vector de área unión SU ∪ SV como:

(SU ∪ SV)0 =
K∑

j=0

(
SUj

K−j∑
i=0

SVi

)

(SU ∪ SV)i =
K∑

j=i

SUj
SV(K+i−j)

0 < i ≤ K

(2.2)

donde (SV ∪ SV)i, 0 < i ≤ K es la proporción en tanto por uno de conjuntos
que han recibido K− i ĺıneas de estas dos estructuras, y (SV ∪SV)0 es la pro-
porción de conjuntos que han recibido K o más ĺıneas. La Figura 2.1 ilustra
el proceso de unión de vectores de área. En adelante usaremos el śımbolo ∪
para denotar la operación de unión de vectores de área. Este método no hace
ninguna asunción sobre las posiciones relativas de las estructuras de datos en
la memoria, puesto que se basa en la suma de las proporciones de área como
probabilidades independientes.

2.2.2. Número de ĺıneas en un vector compitiendo por
el mismo conjunto de la caché

Se necesita una función para computar el número medio de ĺıneas con
las que una ĺınea de una estructura de datos dada compite por el mismo
conjunto de la caché para el cálculo de la probabilidad de auto-interferencia.
Esta función se define para una estructura con n palabras consecutivas como:

C(n) = bvc(v − bvc)(bvc+ 1)

v
+ (bvc − 1)

(
1− (v − bvc)(bvc+ 1)

v

)

=
bvc
v

(2v − bvc − 1)

(2.3)
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donde v = n/Csk es el número medio de ĺıneas de la estructura asociadas a un
conjunto dado de la caché. Si v > 1, en el (v− bvc)× 100% de los conjuntos
de la caché el número de ĺıneas del vector o matriz que compiten con otra
dada es bvc. En esta área residen el (v−bvc)(bvc+1)

v
× 100% de las ĺıneas de la

estructura. En el resto de la caché (y por tanto para el resto de la estructura)
el número de ĺıneas que compiten es bvc − 1. A partir de este promedio se
obtiene la fórmula (2.3). Además es fácil comprobar que si v ≤ 1, es decir,
cuando la estructura de datos cubre un número de ĺıneas menor que o igual
al número de conjuntos de la caché, esta expresión adopta el valor 0, puesto
que no hay auto-interferencia posible.

2.3. Patrones de acceso

El cálculo del vector de área depende del patrón de acceso a la estructura
de datos a que corresponde, por lo que definiremos una función de vector de
área para cada patrón de acceso que encontremos en los códigos analizados.
La modularidad del modelo vendrá dada en gran medida por el uso de las ex-
presiones que introduciremos en este apartado para calcular las aportaciones
de los accesos a cada estructura de datos a la probabilidad global de generar
fallos en función de su patrón de referencia. Los patrones que estudiaremos
serán:

El acceso secuencial, uno de los más frecuentes en todo tipo de códigos.

El acceso a un vector o matriz en el que todas las ĺıneas tienen una
probabilidad uniforme de ser referenciadas. Es el acceso irregular más
sencillo que encontraremos.

El acceso a grupos de elementos con una probabilidad uniforme de
referencia. La diferencia con el anterior radicará en dos aspectos: el
primero es que los grupos de elementos en los que se concentrará la
probabilidad uniforme de referencia no se corresponderán a ĺıneas de
caché sino que tendrán un tamaño arbitrario aunque igual para todos
ellos. El segundo es que en cada acceso a cada grupo sólo se accederá a
un dato y en accesos sucesivos a un grupo dado se accederá a palabras
consecutivas.

Un patrón similar al anterior que restringe la probabilidad de referencia
en cada acceso a una serie de grupos consecutivos del vector o matriz.
Este patrón se construye de forma que en cada nuevo acceso hay un
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DO J=1, M

DO I=1, N

C(J)=C(J)+A(I,J)

ENDDO

ENDDO

Figura 2.2: Código constituido únicamente por accesos secuenciales.

grupo que deja de pertenecer al conjunto de grupos accesibles y hay
uno nuevo que se incorpora.

El acceso a regiones de palabras consecutivas separadas entre śı por
una distancia constante (stride) es un patrón regular que aparece tanto
en códigos de álgebra densa como en algunos de los que estudiaremos
en el siguiente caṕıtulo.

2.3.1. Acceso secuencial

El patrón más común y más sencillo de modelar es el secuencial, que viene
ilustrado por el código FORTRAN de la figura 2.2. Cabe recordar que en este
lenguaje las matrices bidimensionales, como A en la figura, se almacenan por
columnas. El vector de área de interferencia cruzada para un acceso a n
posiciones consecutivas de memoria es Ss(n):

Ss(K−blc)(n) = 1− (l − blc)
Ss(K−blc−1)

(n) = l − blc
Ssi

(n) = 0 0 ≤ i < K − blc − 1, K − blc < i ≤ K
(2.4)

donde l = (n + Ls − 1)/Csk es el número medio de ĺıneas que corresponden
a cada conjunto. Si l ≥ K entonces Ss0 = 1, Ssi

= 0, 0 < i ≤ K, dado que
todos los conjuntos reciben una media de K o más ĺıneas. El término Ls − 1
sumado a n representa el número medio de palabras extra que se traen a la
caché en la primera y última de las ĺıneas accedidas. La figura 2.3 muestra la
distribución en una caché de las ĺıneas de un vector accedido secuencialmente
y el vector de área asociado Ss.
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� � �� �S =((P(X=2), X  B(11/8,p)), (P(X=1),X  B(11/8,p)), (P(X=0), X  B(11/8,p)))
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S =(3/8, 5/8, 0)S
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Figura 2.3: Vectores de área correspondientes a un acceso secuencial y a un
acceso a ĺıneas con una probabilidad uniforme de referencia p de un vector
que cubre 11 ĺıneas de una caché con Nk = 8 y K = 2.

DO J=1, M

A(J)=ABS(X(C(J)))

ENDDO

Figura 2.4: Código con un acceso con una probabilidad uniforme de referencia
por ĺınea para el vector X.

Vector de área de auto-interferencia

El vector de área de auto-interferencia de este acceso viene dado por la
expresión Ss(C(n)Csk), ya que la auto-interferencia experimentada por cada
ĺınea equivale a la interferencia cruzada producida por el acceso a un vector
de C(n)Csk palabras. Este vector aportaŕıa C(n) ĺıneas a cada conjunto, que
es precisamente el número medio de ĺıneas del vector estudiado con que cada
ĺınea compite en el conjunto al que está asociada.

2.3.2. Acceso a ĺıneas con una probabilidad uniforme
de referencia

Para ilustrar este patrón irregular, que es el más común en los códigos
que hemos analizado, utilizaremos el código de la figura 2.4. Supongamos
que tanto A como C son dos vectores de tamaño M, constando éste último
de enteros con una distribución uniforme entre 1 y N, el tamaño del vector
X. No sabremos exactamente qué ĺıneas de X se acceden si no ejecutamos o
simulamos este bucle debido a la referencia indirecta a través de los valores
de C. Sin embargo, partiendo de que los valores de este vector tienen una
distribución uniforme a lo largo de la longitud de X, śı podemos estimar
cuántas ĺıneas se habrán accedido por término medio y cómo pueden estar
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distribuidas en la caché. El vector de área para un acceso a un vector de n
palabras en donde cada una de las ĺıneas de caché en las que se divide tiene
la misma probabilidad Pl de ser accedida, Sl(n, Pl), puede calcularse como:

Sli(n, Pl) = P (X = K − i) m < i ≤ K
Slm(n, Pl) = P (X ≥ K −m)
Sli(n, Pl) = 0 0 ≤ i < m

(2.5)

donde X ∈ B(n/Csk, Pl), siendo B(n,p) la distribución binomial1 y m =
máx{0, K − dn/Cske}. Esta fórmula se basa en que si el vector consta de
n palabras, habrá por término medio n/Csk ĺıneas del vector asociadas a
cada conjunto de la caché. Dado que el vector es una región de memoria
consecutiva, el máximo de ĺıneas que podŕıa aportar a un conjunto durante su
acceso seŕıa dn/Cske, lo cual hace que las posiciones del vector Sli(n, Pl) para
0 ≤ i < m sean forzosamente cero. A partir de ah́ı, debido a la distribución
uniforme de probabilidad sabemos que el número de ĺıneas por conjunto
pertenece a una binomial B(n/Csk, Pl), y dado que la posición i (para i > 0)
del vector representa la porción de conjuntos que han recibido K − i ĺıneas,
su valor será la probabilidad de que el valor de la variable asociada a dicha
binomial sea K − i. La posición más baja del vector con probabilidad de no
ser nula (m) agrupará la probabilidad de que el número de ĺıneas accedidas
sea K −m o mayor.

Se muestra un ejemplo de este tipo de acceso y del acceso secuencial en
la Figura 2.3 usando un vector que ocupa 11 ĺıneas con una probabilidad
uniforme de referencia genérica p en una caché con 8 conjuntos y un nivel
de asociatividad 2. En el caso de k accesos de este tipo el vector de área es
Sk

l (n, Pl) = Sl(n, 1− (1− Pl)
k).

Vector de área de auto-interferencia

El vector de área de auto-interferencia para este acceso viene dado por:

Sk
la(n, Pl) = Sk

l (C(n)Csk, Pl) (2.6)

siendo el razonamiento similar al expuesto en el apartado anterior.

1Definimos la distribución binomial sobre un número no entero de elementos n como
P (X = x), X ∈ B(n, p) = (P (X = x), X ∈ B(bnc, p))(1 − (n − bnc)) + (P (X = x), X ∈
B(dne, p))(n− bnc)
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DO K=1, M

J=C(K)

P=R(J)

A(K)=2*X(P)+1

R(J)=P+1

ENDDO

Figura 2.5: Código con un acceso a grupos de elementos con una probabilidad
uniforme de referencia para el vector X.

2.3.3. Acceso a grupos de elementos con una probabil-
idad uniforme de referencia

En la trasposición de una matriz dispersa encontramos el caso de un
vector de n palabras dividido en grupos de t palabras donde la probabilidad
Pg de acceder a cada grupo es la misma. Esto ocurre en el bucle principal
del algoritmo, que accede a las entradas de la matriz de entrada por filas
(secuencialmente) trasladándolas al grupo correspondiente a la columna a la
que pertenecen en los vectores que definen la matriz resultado. Cada grupo
tiene tantas posiciones como entradas tiene la columna asociada en la matriz
de entrada. Durante el procesamiento de cada fila de la matriz de entrada sólo
se accede a una de las ĺıneas del grupo, y accesos consecutivos al mismo grupo
referencian posiciones de memoria consecutivas. El código de la figura 2.5
tiene un acceso de este tipo sobre X si suponemos que C consta de enteros
repartidos uniformemente entre 1 y el número de grupos de que consta el
vector X, sin orden alguno, y que la posición i-ésima del vector R indica el
punto de comienzo del i-ésimo grupo al iniciarse el bucle. El área cubierta
por un acceso de este tipo se describe mediante el vector de área Sg(n, t, Pg):

Sg(n, t, Pg) =

{
Sl(n, 1− (1− Pg)

Ls/t) si t ≤ Ls

Sl(n, PgLs/t) si t > Ls
(2.7)

donde si t ≤ Ls, cada ĺınea del vector tiene una probabilidad uniforme 1 −
(1 − Pg)

Ls/t de ser accedida. Por el contrario, si t > Ls esta probabilidad es
PgLs/t.

Como en el caso de Sl, Sg puede extenderse para calcular el área cubierta
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por k accesos2:

Sk
g (n, t, Pg) =

{
Sl(n, 1− (1− Pg)

kLs/t) si t ≤ Ls

Sl(n, Lk
g(t, Pg)

Ls

t
) si t > Ls

(2.8)

donde Lk
g(t, Pg) es el número medio de ĺıneas accedidas de cada grupo tras k

accesos:

Lk
g(t, Pg) = mı́n

{
t/Ls,

k∑
i=1

0
BB@

k
i

1
CCAP i

g(1− Pg)
(k−i)

(
1 +

i− 1

Ls

)}
(2.9)

ya que en este caso Ls accesos consecutivos referencian la misma ĺınea, y sólo
Ls accesos después del primero a cada ĺınea del grupo se accede a una nueva.
La fórmula consiste en sumar las probabilidades de que el número de accesos
a un grupo dado sea 1, 2, . . . , k multiplicando cada una por el número medio
de ĺıneas que ese número de accesos supone: si hay un acceso se ha accedido
al menos a una ĺınea; por cada acceso adicional se accede por término medio
a 1/Ls de una nueva. La probabilidad de que tras k accesos globales al vector
i hayan recáıdo en un grupo dado es (P (X = i), X ∈ B(k, Pg))), dado que
en cada acceso hay una probabilidad uniforme Pg de acceder a cada grupo.
Esta expresión puede llegar a ser mayor que t/Ls, el número de ĺıneas de
que consta un grupo, debido a que puede contabilizar la tráıda a la caché de
ĺıneas en las que hay elementos del grupo pero que están compartidas con
otros. De ah́ı la necesidad de tomar el menor de los dos valores como número
real medio de ĺıneas accedidas para un solo grupo. Finalmente, Lk

g(t, Pg) debe
multiplicarse por Ls/t en (2.8) para convertirlo en una probabilidad de acceso
por ĺınea.

Vector de área de auto-interferencia

El vector de área de auto-interferencia correspondiente a un acceso de
este tipo puede estimarse como:

Sk
ga(n, t, Pg) = Sl(C(n)Csk, 1− (Sk

gK
(n, t, Pg))

Csk/n) (2.10)

puesto que, como hemos visto en los accesos anteriores, dada un área de
n palabras, cada ĺınea de la misma compite con C(n) ĺıneas de media en

2En la expresión (2.8) k es un entero. En caso contrario, Sk
g (n, t, p) se calcula mediante

la interpolación:

Sk
g (n, t, p) ≈ Sbkcg (n, t, p) + (k − bkc)(Sbkc+1

g (n, t, p)− Sbkcg (n, t, p))
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Area3

21 3 4 5 6 7
1
2
3

Area 1 Area 2

Figura 2.6: Correspondencia entre la localización de las entradas en una ma-
triz banda a trasponer y los grupos a donde son copiadas en los vectores que
definen la matriz traspuesta.

su conjunto, lo cual equivale a un acceso a un vector de C(n)Csk palabras.
En cuanto a la probabilidad de acceso por ĺınea, recuérdese que el elemento
K de un vector de área contiene la porción de conjuntos de la caché que
no han recibido ninguna ĺınea tras la aplicación de un determinado tipo de
acceso. Por tanto, Sk

gK
(n, t, Pg) es la probabilidad por conjunto de que no

se haya recibido ninguna ĺınea. Como Sk
g (n, t, Pg) se construye en función

de Sl(n, F (t, Pg)), donde F es una función que adopta los valores indicados
en la expresión (2.8), el componente K se obtendrá como (1 − F (Pg))

n/Csk .
De ah́ı que al elevar este valor a Csk/n obtengamos la probabilidad de que
una ĺınea no haya sido accedida, y sustrayendo este valor de 1, tengamos la
probabilidad de acceso por ĺınea F (t, Pg).

2.3.4. Acceso a áreas desplazadas con referencias suce-
sivas

El modelo puede extenderse para considerar el caso en el que sólo un sub-
conjunto de grupos adyacentes del vector sea referenciable en cada acceso,
desplazándose este subconjunto con las sucesivas referencias. Esto ocurre en
la trasposición de una matriz banda dispersa: durante el procesamiento de
cada fila la probabilidad de acceso sólo se distribuye entre aquellos grupos
cuyas columnas pertenecen a la banda, y en el procesamiento de cada nueva
fila, una columna abandona la banda por la izquierda, perdiendo por tanto
su grupo toda probabilidad de acceso, y otra se incorpora por la derecha,
añadiendo su grupo de elementos al conjunto de elegibles. Esta situación se
muestra en la figura 2.6 con una banda de 5 columnas: durante el proce-
samiento de la primera fila pueden resultar accedidos los grupos 1 a 5 si hay
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una entrada en columna asociada, mientras que en la segunda fila estos gru-
pos son los del 2 al 6, y en la tercera sólo puede accederse a los grupos del 3
al 7.

Sea Sgb(b, t, Pg) el vector de área correspondiente a un acceso a b grupos
consecutivos de t elementos con una probabilidad uniforme por grupo Pg de
referenciar uno y sólo uno de los elementos del grupo. Este valor viene dado
por Sg(bt, t, Pg), como podemos deducir de lo visto en el apartado anterior.
Definimos Sk

gb(b, t, Pg) como el vector de área correspondiente a k accesos
de este tipo en los que se da un desplazamiento como el arriba descrito del
conjunto de grupos referenciables con cada nuevo acceso. Los accesos que
siguen este patrón cubren tres áreas adyacentes:

1. Un área formada por Mkb = mı́n{k, b} − 1 grupos, que corresponden a
Lv = Mkb/Gl ĺıneas, siendo Gl = Ls/t el número medio de grupos por
ĺınea. Estas ĺıneas tienen una probabilidad creciente de ser accedidas
(Área 1 en la Figura 2.6). La probabilidad media de acceso de estas
ĺıneas puede calcularse como:

P k
v (b, t, Pg) =





1− (1− Pg)
Gl(Gl+1)/2 1−P Lv

t

(1−Pt)Lv
si t < Ls

1
Lv

Mkb∑
i=1

(1− (1− Pg)
i +

b(i−Ls/2)/Lsc∑
j=0

P>(i, Pg, j)) si t ≥ Ls

(2.11)
donde Pt = (1− Pg)

G2
l y P>(i, p, j) = P (X > Ls/2 + jLs), X ∈ B(i, p).

El sentido de esta ecuación es el siguiente: supongamos en primer lugar
que t < Ls. Si consideramos los últimos Gl accesos donde hay una
probabilidad de acceder una ĺınea dada, en el último sólo podŕıa haberse
accedido a uno de los grupos, en el penúltimo a dos, etc. Por tanto en
esos últimos Gl accesos habŕıa en total3 1+2+ . . .+Gl = Gl(Gl +1)/2
posibles accesos a los grupos que contiene, con lo que la probabilidad
de no haber accedido a la ĺınea durante ellos seŕıa (1 − Pg)

Gl(Gl+1)/2.
A partir del acceso Gl-ésimo anterior al actual hacia atrás, todos los
grupos de la ĺınea tienen probabilidad Pg de ser accedidos. Dado que
con cada acceso nos desplazamos también un grupo hacia delante, para
cada nueva ĺınea tendŕıamos G2

l nuevos posibles accesos a grupos. Aśı, si
numerásemos las ĺıneas de esta zona de 0 a Lv−1 tendŕıamos finalmente
que la probabilidad de que la ĺınea i-ésima hubiese recibido algún acceso
seŕıa:

Pacc t<Ls(i) = 1− (1− Pg)
Gl(Gl+1)/2+iG2

l (2.12)

3Recuérdese que dado el entero i, 1 + 2 + . . . + i = i(i + 1)/2. En este caso Gl no tiene
por qué ser un entero, pero el valor obtenido ha demostrado ser una buena aproximación
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La expresión del primer caso en 2.11 es la media aritmética de estos
valores. Esta estrategia simplifica el problema al considerar los Mkb
accesos en grupos de Gl, como puede observarse, cuando realmente
no tiene por qué ser un múltiplo de ese valor. No obstante, el error
introducido es pequeño, pues aunque puede ser grande porcentualmente
para valores pequeños de Mkb, en estos casos esta área consta de pocas
ĺıneas.

El método de cálculo para el caso de que t ≥ Ls es el inverso: se calcula
para cada grupo el número medio de ĺıneas de que consta que han sido
accedidas y se divide entre Lv para tener la probabilidad media de
acceso por ĺınea. El término i-ésimo del sumatorio da el número medio
de ĺıneas accedidas en el i-ésimo grupo, el cual experimenta i iteraciones
en las que puede ser accedido. Por tanto, se accede al menos a una ĺınea
con una probabilidad 1− (1− Pg)

i.

Por otra parte, el número de accesos al grupo pertenece a una binomi-
al B(i, Pg). Situando la posición inicial por término medio del primer
punto accesible de cada grupo en el intervalo estudiado en la posición
media de una ĺınea de caché, si el número de accesos es mayor que
Ls/2 se accedeŕıa a una segunda ĺınea. Siguiendo la misma lógica, si
el número de accesos fuese mayor que Ls + Ls/2 se accedeŕıa a una
tercera, y aśı sucesivamente. Este es el cálculo de probabilidades que se
efectúa en el segundo sumatorio, que tiene una iteración para cada una
de las posibles ĺıneas sobre las que se puede extender el área accesible
en el intervalo estudiado descontado las primeras Ls/2 posiciones que
corresponderán por término medio a la primera ĺınea.

2. Un conjunto de Lf = |k − b + 1|/Gl ĺıneas con una probabilidad con-

stante de acceso P k
f (b, t, Pg) (Área 2 en la Figura 2.6):

P k
f (b, t, Pg) =





1− (1− Pg)
MkbGl si t < Ls

Gl(1− (1− Pg)
Mkb +

b(Mkb−Ls/2)/Lsc∑
j=0

P>(Mkb, Pg, j)) si t ≥ Ls

(2.13)

La zona de probabilidad constante está constituida por grupos sobre
los que se puede haber accedido Mkb veces, puesto que es imposible
tener más de los k accesos considerados, y por otra parte, cada grupo
sólo puede ser accesible como mucho durante b accesos. Aśı, cuando
t < Ls, en los Mkb accesos los Gl grupos de cada ĺınea son accesibles,
con lo que la probabilidad de acceso es la expuesta en (2.13).
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En el caso de t ≥ Ls utilizamos la expresión ya introducida en (2.11) que
calcula el número medio de ĺıneas accedidas por grupo, para i = Mkb

accesos. Dicho valor se multiplica por Gl para escalarla a probabilidad.

Para k ≥ B, en el caso de la trasposición de una matriz dispersa en ban-
da, que es el único en el que hemos encontrado este patrón, P k

f (b, t, Pg)
debe ser 1. El motivo es que al finalizar el tratamiento del área de
la banda a la que pertenece un grupo dado, forzosamente éste ha si-
do accedido en su totalidad. La pequeña desviación con respecto a lo
valores que se obtendŕıan aplicando (2.13) se debe a que para simpli-
ficar el tratamiento matemático, hemos considerado que el número de
accesos reales a un grupo tras k iteraciones pertenece a una binomial
B(i, Pg), como ya hemos comentado. Sin embargo, puede observarse
que realmente sigue una distribución hipergeométrica, cuya utilización
implica el cálculo de probabilidades empleando números combinatorios,
computacionalmente costosos.

3. Un último conjunto simétrico con respecto al primero y del mismo
tamaño en donde las probabilidades de acceso son idénticas pero de-
crecientes (Área 3 en la Figura 2.6).

Una vez que se han calculado las probabilidades de acceso medias para las
ĺıneas de cada una de estas tres regiones consecutivas, sólo resta combinarlas
para obtener el correspondiente vector de área.

Vector de área de auto-interferencia

El vector de área de auto-interferencia puede estimarse mediante la ex-
presión:

Sk
gba(b, t, Pg) = Sl(C(t(b+ k− 1))Csk, 1− (Sk

gbK
(b, t, Pg))

Csk/(t(b+k−1))) (2.14)

El razonamiento es análogo al expuesto al explicar el origen de la ex-
presión del cálculo del vector de área de auto-interferencia en el apartado
anterior. La diferencia radica en que en este caso, tras k accesos no se ha
accedido a n palabras sino a t(Lf + 2Lv)Gl = t(b + k − 1).

2.3.5. Acceso a regiones separadas por una distancia
constante

Un tipo de acceso regular frecuente es el consistente en el acceso a NR

regiones constituidas cada una por TR palabras consecutivas, habiendo una
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R=0

DO I=1, M

DO J=1, N

R=R+A(I,J)

ENDDO

ENDDO

Figura 2.7: Código con accesos a regiones separadas por una distancia con-
stante.

distancia (stride) entre cada par de regiones de LR palabras. Por ejemplo,
en la figura 2.7 cada vez que se completa una iteración del bucle en I, se
ha accedido a N regiones de la matriz A que constan de un elemento y cuyas
posiciones de inicio están separadas entre śı por M datos; el tamaño de cada
columna. Aunque se han propuesto aproximaciones anaĺıticas para el cálculo
del área afectada por un acceso de este tipo en cachés de correspondencia
directa [45], éstas simplifican el problema y no conocemos generalizaciones
para cachés asociativas por conjuntos. Por ello hemos preferido usar en este
caso una aproximación mixta que comienza realizando una simulación sim-
plificada del acceso a partir de la cual se extraen las medias anaĺıticas del
número de ĺıneas que recaeŕıan en cada conjunto de la caché. El vector de
área correspondiente se obtiene posteriormente a partir de estos valores.

En un primer paso, se calculan las posiciones Ci y Fi que correspon-
derán al comienzo y al final, respectivamente, de las regiones en una caché de
tamaño Csk, considerando que:

C0 = 0
Ci = (Ci−1 + LR) mód (Cs/K), 0 < i ≤ NR

Fi = (Ci + TR − 1) mód (Cs/K), 0 ≤ i ≤ NR

(2.15)

En dos vectores CV y FV de tamaño Csk inicializados a cero se suma una
unidad en cada posición a la que corresponda un Ci o un Fi, respectivamente.
A continuación se los recorre calculando la media de ĺıneas del acceso que
corresponden a cada conjunto de Ls posiciones de estos vectores, esto es, a
una ĺınea de un conjunto de la caché. Para ello se utilizan tres valores. El
primero viene dado por:

LG(0) = b(TR − 1)/CskcNR +

Csk−1∑

i=Csk−(TR−1) mód Csk

CV (i) (2.16)
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que indica el número de ĺıneas correspondientes a diversas regiones que
está garantizado que van a estar asociadas al primer conjunto de la caché con-
siderada. Estas ĺıneas proceden de todas las regiones si TR ≥ Csk, que es lo
que aporta el primer componente de la suma; y/o simplemente de las regiones
que comienzan en los conjuntos precedentes y cuyo fin no se ha alcanzado.
Para un conjunto que se iniciase en la posición j este valor se actualiza como:

LG(j) = LG(j − 1) + CV (j − 1)− FV (j − 1) (2.17)

Por otro lado tendremos LF(j), el número medio de ĺıneas correspondientes
a regiones que finalizan en el conjunto que comienza en la posición j de
la caché habiendo tomando C0 = 0, pero que con desplazamientos C0 =
1, . . . Ls − 1 podŕıan finalizar en el conjunto siguiente. Se calcula como:

LF(j) =

j+Ls−1∑
i=j

FV (i)(i− j)/Ls (2.18)

Para calcular el número total de ĺıneas asociadas a un conjunto, hay que
contabilizar las regiones que se inician en él. Ello requiere utilizar un peso
similar al usado en la fórmula (2.18) para tener en cuenta la posibilidad de
que con posiciones de inicio diferentes para C0 la región comenzase en el
conjunto siguiente. Este valor LC se calculaŕıa para un conjunto que se inicie
en la posición j como:

LC(j) =

j+Ls−1∑
i=j

CV (i)(Ls − (i− j))/Ls (2.19)

Disponiendo de estas ecuaciones puede calcularse la media de ĺıneas asoci-
adas al conjunto de la caché que comienza en la posición j = 0, Ls, . . . , Csk−Ls

como:
L(j) = LG(j) + LF((j + Csk − Ls) mód Csk) + LC(j) (2.20)

Finalmente el vector de área de la interferencia cruzada correspondiente a
este acceso se calcula a partir de estos valores como:

Sr(NR, TR, LR) =
1

Nk

Nk−1∑
i=0

Ss(L(iLs)Csk) (2.21)

puesto que en el i-ésimo conjunto recaen por término medio L(iLs) ĺıneas, y el
vector de área asociado a una interferencia con n ĺıneas ya hemos comentado
en otras ocasiones que corresponde a Ss(nCsk).
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Vector de área de auto-interferencia

Si se trata del cálculo del vector de área de auto-interferencia se opera de
la siguiente forma:

Sra(NR, TR, LR) =

Nk−1∑
i=0

Ss(máx{0, L(iLs)− 1}Csk)L(iLs)

Nk−1∑
i=0

L(iLs)

(2.22)

Aśı pues, se aplica la misma idea teniendo en cuenta que cada ĺınea en el con-
junto i-ésimo compite con L(iLs)− 1. El vector de área de auto-interferencia
para cada conjunto se multiplica por el número de ĺıneas del acceso que recaen
en él para obtener al final el vector promediado por ĺınea.

Vector de área de auto-interferencia en accesos sucesivos con difer-
ente posición de inicio de las regiones

Hay un caso particular de este tipo de acceso que merece mención aparte.
Se trata del cálculo del vector de área de auto-interferencia cuando en una
iteración la dirección de inicio de cada región no es la de la iteración anterior,
sino que comienza una posición de memoria después. Este acceso se daŕıa por
ejemplo en el código FORTRAN de la figura 2.7, donde en cada iteración del
bucle en I se accede a una fila de la matriz A. Si queremos calcular el vector de
área de auto-interferencia que genera este acceso para calcular la probabilidad
de fallo al acceder a A(I+1,J) tras haber accedido en la iteración anterior a
A(I,J), residiendo ambos en la misma ĺınea, habremos de tener en cuenta
que entre ambos accesos se han léıdo las posiciones A(I,J+1), A(I,J+2), . . . ,
A(I,N) y A(I+1,1), A(I+2,1), . . . , A(I+1,J-1).

El vector de auto-interferencia que se generaŕıa empleando la técnica de-
scrita para el acceso a regiones separadas por una distancia constante seŕıa
sin embargo la correspondiente a los accesos a todos los elementos de una
misma fila. Como puede observarse es un caso habitual, y se ha comprobado
que la simplificación del problema consistente en obviar la distancia entre las
posiciones de inicio de las regiones en las dos iteraciones y aplicar el proced-
imiento descrito en el apartado anterior no proporciona buenas estimaciones.

Además de los vectores FV, CV y de los valores LG(j) ya introducidos,
utilizaremos un vector T de Csk elementos en el que todas las posiciones
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i j
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T(i)<T(j)

4

i j

T(i)>T(j)

2
3
1

Figura 2.8: Orden de acceso de las regiones que finalizan en las posiciones i
y j en función de la relación entre T(i) y T(j).

valen cero excepto aquellas para las que FV(j) 6= 0, las cuales adoptarán
el valor T(j) = mı́n{i/Fi = j}. Aśı pues, T permite comparar grupos de
regiones para determinar su orden de acceso como muestra la figura 2.8. En
cada punto en donde FV(j) 6= 0 se efectuará el siguiente cálculo para los
valores h = 0, . . . , Ls − 2:

L̄(j, h) =LG(j)− 1 +

j+Ls−2−h∑
i=j

CV (i) +

j∑

i=j−h+1

FV (i)+

C̄(j, j + Ls − 1− h) + F̄ (j, j − h− 1)

(2.23)

en donde las funciones C̄(j, i) y F̄ (j, i) se calculan mediante las expresiones:

C̄(j, i) = mı́n{1, CV (i)}(CV (i)−Menor(T(i + TR − 1), T(j))+

(1− FV (j))/2)
(2.24)

F̄ (j, i) = mı́n{1, FV (i)}(Menor(T(i), T(j)) + (FV (j)− 1)/2) (2.25)

en donde para simplificar las expresiones no hemos completado los ı́ndices de
los vectores con la operación de módulo que es necesaria para no salirse del
intervalo permitido a los ı́ndices ([0, Csk − 1]), es decir, en donde dice X(i) lo
más correcto seŕıa que pusiese X((i + Csk) mód Csk) y Menor(a, b) se define
como:

Menor(a, b) =

{
1 si a < b
0 si a ≥ b

(2.26)

El valor L̄(j, h) es el número medio de ĺıneas de este patrón de acceso que caen
en el conjunto al que pertenece la ĺınea asociada a la región cuyo final se ha
detectado entre el acceso a la misma en la presente iteración y la siguiente, en
la cual se habrá desplazado una palabra. Esta función depende de la posición
relativa a la ĺınea h de la palabra final de la región en la primera iteración.
Obsérvese que no tiene sentido calcular L̄(j, Ls − 1) ya que en la iteración
siguiente, dado que la región comienza una palabra después, también finaliza
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una palabra después, con lo que la palabra final de la región pasa a pertenecer
a otro conjunto.

Por otro lado, los valores F̄ (j, i) y C̄(j, i) nos dan respectivamente el
aporte en ĺıneas de las regiones que se iniciasen en la última palabra de la
ĺınea considerada o que finalizasen en la última palabra de la ĺınea anterior.
Requieren una consideración especial, pues dependiendo del orden de los
accesos de estas regiones con respecto a la estudiada, aportarán un número
de ĺınea diferente a L̄(j, h). Como ejemplo explicaremos la ecuación (2.24). El
término mı́n{1,CV(i)} multiplicando el resto de la fórmula hace que adopte
el valor cero si CV(i) = 0, y que adopte el valor por el que se multiplica
siempre que CV(i) 6= 0. El resto de la expresión nos da el número medio
de ĺıneas que las regiones que comenzasen en la posición i aportaŕıan a las
interferencias con las que acaban en la posición j considerando que i es la
última posición de una ĺınea de este conjunto. Debemos tener en cuenta que
estas CV(i) regiones aportarán ĺıneas de interferencia sólo en sus accesos de
la primera iteración, pues al comenzar en la última palabra de la ĺınea, en
la siguiente iteración comenzarán en la siguiente ĺınea, y por tanto en el
siguiente conjunto. Si numeramos de 0 a FV(j) − 1 las regiones cuya última
palabra ocupa la posición j en orden de acceso, para la región h-ésima este
número de ĺıneas seŕıa:

Lintf (j, i, h) = CV (i)−Menor(T(i + TR − 1), T(j))− h (2.27)

La explicación de esta ecuación es que en el momento de acceder la región h
ya se ha accedido a h de las regiones que comienzan o terminan en cualquier
punto de la caché, puesto que en este tipo de acceso no es posible repetir un
acceso al mismo punto de la caché en tanto no se hayan referenciado todos
los restantes puntos afectados por él. Por otra parte, si las regiones asociadas
al punto i con el que estamos comparando son accedidas antes que las que
estamos considerando (T(i+TR−1) < T(j)), habrá una región más accedida
previamente (véase figura 2.8). El motivo de sumar TR−1 a i para obtener su
momento de acceso es que, como se recordará, T(j) contiene mı́n{i/Fi = j},
mientras nosotros estamos considerando las regiones que comienzan en el
punto i, por lo que es necesario sumar dicha cantidad para calcular el punto
donde finalizan.

Es directo comprobar que la media de estos valores es:

FV (j)−1∑

h=0

Lintf (j, i, h)

FV (j)
= CV (i)−Menor(T(i + TR − 1), T(j))− FV (j)− 1

2

(2.28)
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La ecuación (2.25) se obtiene siguiendo un razonamiento análogo con respecto
al final de las regiones.

La construcción del vector de área de auto-interferencia se realiza de la
siguiente forma tras el cálculo de cada valor:

S ′ra(NR, TR, LR) =

Csk−1∑
j=0

FV (j)
Ls−2∑

h=0

Ss(L̄(j, h)Csk)

NR(Ls − 1)
(2.29)

La idea es promediar para cada conjunto de regiones que finalizan en un
punto j los Ls − 1 vectores de área de auto-interferencia que pueden tener
en el tipo de acceso que estamos estudiando. Dichos vectores se multiplican
por el número de regiones a que afectan para ser promediados.

2.4. Simplificaciones en el modelado de cachés

de correspondencia directa

El proceso de desarrollo de los modelos presentados en este trabajo comenzó por
abordar el estudio del comportamiento de las cachés de mapeado directo,
dando lugar a las publicaciones [22] y [19]. Posteriormente se realizó una
generalización [23] para contemplar cualquier caché con un nivel de asocia-
tividad arbitrario y una estrategia de reemplazo LRU, que es, como ya se ha
mencionado, la más frecuente con diferencia en los sistemas reales. La con-
sideración de un nivel de asociatividad K = 1 permite realizar una serie de
simplificaciones sobre las fórmulas del modelo que conllevan una importante
reducción de los tiempos de computación. Por este motivo se ha considerado
la inclusión de ciertas fórmulas espećıficas para cachés de mapeado directo
que pueden ser de interés para el modelado de algoritmos que den lugar a
tiempos de computación elevados.

Un primer aspecto a tener en cuenta es que un vector de área de interfer-
encia para una caché de correspondencia directa constará únicamente de dos
elementos: el primero representará la proporción de ĺıneas de la caché que
han sido afectadas por el acceso asociado al vector, mientras que el segun-
do dará la porción de ĺıneas que no han sido afectadas. Dado que la suma
de los componentes de un vector de área siempre ha de dar 1 (el 100% de
los conjuntos de la caché), podemos simplificar los vectores de área repre-
sentándolos de forma abreviada mediante la proporción s de conjuntos de la
caché involucrados en el acceso modelado por el vector, es decir, el primer
componente del vector.
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A partir de esta simplificación puede deducirse una forma simple de efec-
tuar la unión de porciones de área: bastará con sumarlas como probabili-
dades independientes, es decir, dadas dos porciones s1 y s2, puede estimarse
su unión como:

s1 ∪ s2 = s1 + s2 − s1s2 (2.30)

También puede simplificarse el cálculo de los vectores de área (ahora
porciones de área) asociados a varios patrones de acceso, como veremos en
el siguiente apartado.

2.4.1. Patrones de acceso

Repasando la sección 2.3 puede apreciarse que el acceso secuencial y el
correspondiente a una probabilidad uniforme de acceso por ĺınea tienen un
modelado que no se basa en el de ningún otro patrón. Las fórmulas para el
modelado de los restantes patrones se generan a partir de las de estos dos
patrones básicos, aplicándoles probabilidades obtenidas de forma totalmente
anaĺıtica (accesos con probabilidad uniforme de acceso por grupos de ele-
mentos) o mixta (acceso a regiones separadas por una distancia constante).
La consideración de una caché de correspondencia directa permite simpli-
ficar precisamente las expresión del modelado de estos dos patrones básicos,
afectando aśı también el modelado de los restantes.

Acceso secuencial

En el apartado 2.3.1 se vió que el acceso a n palabras trae por término
medio n + Ls − 1 palabras a la caché debido a las palabras adicionales que
se pueden encontrar en la primera y en la última de las ĺıneas afectadas por
el acceso. Dado que en la caché de mapeado directo representamos el área
afectada de alguna manera por un acceso simplemente por la porción que
ésta representa sobre el total de la misma, la expresión (2.4) que proporciona
Ss(n) se simplifica de la siguiente forma:

Ss(n) = mı́n

{
1,

n + Ls − 1

Cs

}
(2.31)

Acceso a ĺıneas con una probabilidad uniforme de referencia

Si consideramos un acceso a n palabras en el que cada ĺınea tiene una
probabilidad uniforme Pl de ser accedida, tendremos bn/Csc capas del tamaño
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de la caché , más una última de n− bn/CscCs elementos. Las ĺıneas en cada
una tendrán una Pl de haber sido accedidas. Aśı pues, siguiendo con el uso
de la distribución binomial para estimar la solución, todas las ĺıneas tendrán
una probabilidad al menos 1− (1− Pl)

bn/Csc de haber sido accedidas, y una
proporción (n/Cs) − bn/Csc de ellas tendrán una probabilidad adicional de
acceso Pl. De esta forma, en lugar de utilizar la expresión (2.5), podemos
estimar Sl(n, Pl) como:

Sl(n, Pl) = (1− (1− Pl)
bn/Csc) ∪

(
n

Cs

−
⌊

n

Cs

⌋)
Pl

= 1 + ((n/Cs − bn/Csc)Pl − 1)(1− Pl)
bn/Csc

(2.32)



Caṕıtulo 3

Modelado de cachés asociativas
por conjuntos para
computaciones irregulares

En este caṕıtulo ilustraremos la aplicación de la estrategia de modelado
anaĺıtico cuyas bases asentamos en el caṕıtulo anterior aplicándolo a diver-
sos códigos de álgebra matricial dispersa que contienen patrones de acceso
irregulares. Estos patrones proceden del uso de formatos de almacenamiento
comprimido para estas matrices, los cuales permiten ahorrar operaciones y
espacio de memoria pero que obligan a realizar accesos indirectos. En es-
tos códigos emplearemos siempre el formato de almacenamiento CRS [7] que
consta de tres vectores: A contiene las entradas de la matriz dispersa, C alma-
cena la columna de cada entrada, y R indica en qué punto de A y C comienza
una fila de la matriz dispersa. Además, efectuaremos el modelado para una
distribución uniforme de los elementos no nulos de la matriz. Tanto este méto-
do de almacenamiento como la consideración de una dispersión uniforme son
utilizadas extensivamente en la bibliograf́ıa relacionada [46], [49], [38].

La tabla 3.1 muestra los parámetros que describen las matrices que se
utilizarán y algunos valores derivados. De entre ellos cabe destacar que pn

también puede considerarse como la densidad de la matriz. Por otra parte,
la distribución uniforme de las entradas en la matriz dispersa nos permite
considerar que el número de entradas en un grupo de Ls posiciones, tantas
como elementos puede contener una ĺınea, pertenece a una binomial B(Ls, pn).
De esta forma, la probabilidad de que haya al menos una entrada en dicho
grupo es p = 1− (1− pn)

Ls .

El modelado de cada algoritmo irá seguido de una validación realizada me-

31
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M Número de filas
N Número de columnas
Nnz Número de valores no nulos
β Media de entradas por fila (Nnz/M)
pn Probabilidad de que una posición de la matriz

dispersa contenga un no nulo (β/N)
p Probabilidad de que haya al menos una entrada

en Ls posiciones de la matriz dispersa

Cuadro 3.1: Parámetros de la matriz.

diante simulaciones efectuadas sobre matrices sintéticas con una distribución
uniforme de las entradas. Las trazas para las simulaciones se han obtenido
ejecutando los algoritmos tras reemplazar los accesos originales por llamadas
a funciones que calculan la posición a acceder y la graban en disco. Las trazas
fueron procesadas inicialmente usando el simulador de caché dineroIII, inte-
grado en el WARTS toolset [32]. Cuando el tamaño de las trazas hizo muy
costosa computacionalmente la simulación efectuada por esta herramienta,
se hizo necesario el desarrollo de un simulador simplificado cuya validez fue
contrastada comparando sus resultados con los de dineroIII. Otro inconve-
niente que surgió fue la aparición de trazas de tal tamaño que generaban
problemas de almacenamiento en disco. En estos casos se alimentaron las
direcciones de acceso generadas por la simulación de la ejecución del algo-
ritmo directamente al simulador simplificado. Esta poĺıtica, por otra parte,
redujo aún más los tiempos de simulación, al evitarse las latencias de acceso
a disco, si bien cada simulación de una configuración de caché diferente re-
queŕıa también la simulación de la ejecución del algoritmo. Finalmente, tras
la validación de cada modelo se hará un breve análisis del comportamiento
del algoritmo en función de sus parámetros a fin de ilustrar una de las util-
idades del modelado; la comprensión de la relación entre dichos parámetros
y el rendimiento de caché para un algoritmo dado.

En cuanto a los algoritmos analizados, que trataremos en orden creciente
de complejidad, son los siguientes:

El producto de una matriz dispersa por un vector.

El producto de una matriz dispersa por una matriz densa. Si se utiliza el
almacenamiento CRS para la matriz densa, como hemos indicado, hay
tres anidamientos posibles de los bucles implicados en este algoritmo.
Modelaremos las tres posibilidades.
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La trasposición de una matriz dispersa en la que tanto la matriz origen
como la destino se almacenarán en formato CRS.

Una versión altamente optimizada del producto matriz dispersa-matriz
densa que incluye blocking tanto a nivel de caché como de registros.

3.1. Un procedimiento sistemático

Nuestra estrategia para el modelado será construir una expresión que
proporcione el número de fallos FX sobre cada estructura de datos X, que
en los algoritmos que estudiaremos será un vector o una matriz. En el caso
de que haya accesos a dicha estructura en varios puntos del algoritmo, se
generará una expresión para obtener el número de fallos que pueden atribuirse
a cada uno de los puntos en donde puede ser referenciada la estructura. Esta
expresión constará de un término para cada posible distancia en el reuso por
parte de la referencia que se esté modelando de una ĺınea de la caché que
contenga datos de la estructura X. El término será el producto del número
de accesos sobre la estructura de datos considerada que corresponden a esta
distancia de reuso por la probabilidad de que cada uno de esos accesos resulte
en un fallo. Esta última vendrá dada, cuando la distancia sea constante, por
el primer componente del vector de área de interferencia total Sint X asociado
a los accesos que se dan entre los reusos de la ĺınea. En general, dicho vector
tendrá la forma:

Sint X = Sauto X ∪ Scruzada X (3.1)

es decir, será la unión del vector de área de auto-interferencia generada por
la estructura misma con el vector de área de interferencia cruzada generada
por los accesos a las restantes estructuras de datos durante el periodo de
ejecución considerada. En ocasiones, como por ejemplo, durante un acceso
secuencial puro, el vector de área de auto-interferencia será inexistente.

Cuando la distancia, medida siempre en términos de iteraciones de bucles,
entre dos accesos consecutivos a una ĺınea no sea constante, será necesario
calcular estos vectores de área para cada una de las distancias posibles. En
estos casos tendremos expresiones del tipo:

Sint X(i) = Sauto X(i) ∪ Scruzada X(i) (3.2)

para cada una de ellas. Los vectores de área aśı obtenidos se promediarán
en fórmulas que tendrán en cuenta la probabilidad de que la distancia entre
dos reusos consecutivos sea i, para aśı calcular la probabilidad media Pac X

de que haya un acierto en un acceso a la estructura de datos estudiada.
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DO I=1, M

REG = 0

DO J=R(I), R(I+1)-1

REG = REG + A(J) * X(C(J))

ENDDO

D(I) = REG

ENDDO

Figura 3.1: Producto matriz dispersa-vector.

Cuando una estructura de datos puede resultar accedida en más de un
bucle del algoritmo analizado, distinguiremos a la hora de obtener la expre-
sión del número de fallos en cada bucle entre dos tipos de vectores de área
de interferencia. Uno será Sint X, que estará asociado a los accesos realizados
desde el último acceso a una ĺınea considerada dentro del bucle estudiado. El
segundo, Sint ext X, corresponderá a todas las referencias efectuadas desde el
último acceso a dicha ĺınea en el bucle precedente donde era referenciable. La
excepción será, obviamente, el primer bucle, donde no existirá este segundo
vector.

3.2. Producto matriz dispersa-vector

El código de este algoritmo de álgebra matricial dispersa se muestra en la
Figura 3.1. En él puede apreciarse que todos los vectores excepto X presentan
un acceso puramente secuencial. Dos de ellos son accedidos en cada iteración
del bucle más interno en J (A y C), mientras que los otros dos son accedidos
una vez por iteración del bucle en I: los vectores R y D. Esto último será cierto
si suponemos que el compilador es capaz de considerar que el valor de R(I+1)
en una iteración dada del bucle externo es el valor de R(I) en la siguiente,
lo cual quiere decir que en cada iteración realmente sólo es preciso acceder a
R(I+1), exceptuando la primera. Haremos un modelado por separado para
cada una de estas dos clases de vectores y el vector X, que es el que experi-
menta un acceso irregular debido al acceso indirecto a través de los valores
almacenados en el vector C.
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3.2.1. Vectores A y C

Al comenzar el análisis de un código asumiremos que no hay ninguna
porción de las estructuras de datos que emplea en la caché al iniciarse su
ejecución. Aśı pues, al acceder secuencialmente a un vector habrá una proba-
bilidad de fallo total en el primer acceso a cada ĺınea de las que lo constituyen
(fallos intŕınsecos, que estimaremos como Nnz/Ls). Para las restantes, tal y
como se explicó en el caṕıtulo anterior, estimaremos la probabilidad de fallo
como el elemento 0 del vector de área de las interferencias generadas entre
dos accesos consecutivos a la ĺınea.

Si tomamos el vector A, entre cada dos accesos consecutivos a él tenemos
un acceso a C y otro a X. Dado que se trata de un solo acceso a cada vector,
a la caché sólo se trae una ĺınea de cada uno, con lo que el acceso secuencial
es adecuado para modelar este tipo de referencia. El vector de área para A

seŕıa:

Sint A = Ss(1) ∪ Ss(1) (3.3)

y la correspondiente probabilidad de fallo en el acceso a las últimas Ls − 1
palabras de la ĺınea Sint A0 . Por tanto el número de fallos sobre el vector A se
estimaŕıa como:

FA =
Nnz

Ls

(1 + (Ls − 1)Sint A0) (3.4)

El cálculo de Sint A podŕıa refinarse teniendo en cuenta que aproximada-
mente cada β accesos finaliza el procesamiento de una fila de la matriz disper-
sa, con lo que se sale del bucle interno del algoritmo y se producen dos accesos
más: uno a D y otro a R. No obstante, el aumento de precisión obtenido es
muy pequeño.

El vector C sigue exactamente el mismo patrón de acceso que el vector A,
distinguiéndose sólo en que está formado por enteros en lugar de por valores
en punto flotante. Dado que estamos usando como unidad de medida de la
memoria el tamaño de un número en punto flotante, será preciso usar el
parámetro r introducido en la sección 2.1 para considerar los valores enteros:

FC =
Nnzr

Ls

(1 + (Ls/r − 1)Sint C0) (3.5)

donde Sint C = Sint A.



36 Caṕıtulo 3. Modelado de cachés asociativas por conjuntos para computaciones irregulares

3.2.2. Vectores R y D

Estamos en una situación similar a la anterior: ambos vectores tienen el
mismo patrón de acceso , distinguiéndose únicamente en que uno está con-
stituido por enteros y el otro por valores en punto flotante. Dado que el
mecanismo de paso de un tipo de vector a otro ya se ha ilustrado en el
apartado anterior, aqúı sólo efectuaremos el modelado para el vector D. El
vector de área de interferencia será:

Sint D = Ss(β) ∪ Ss(βr) ∪ Sl(N, p) ∪ Ss(1) (3.6)

puesto que entre dos accesos consecutivos al vector D tendremos una iteración
completa del bucle más interno, donde se accede por término medio a β
elementos del vector A y otros tantos del vector C (escalados mediante r al ser
enteros) secuencialmente, y habrá un acceso al vector X con una probabilidad
uniforme de acceso por ĺınea p. Además habrá un acceso al vector R.

El número de fallos sobre estos vectores, FD y FR, se calcula de forma
análoga a la expresada en (3.4) y (3.5), respectivamente, con la salvedad de
que en lugar de constar de Nnz elementos, contienen M .

3.2.3. Vector X

El vector X experimenta una serie de accesos indirectos dependientes de
la localización de las entradas en la matriz dispersa, dado que se direcciona
a partir del valor en C(J). Dado que todas sus ĺıneas tienen la misma proba-
bilidad de ser accedidas durante el producto escalar por una fila de la matriz
dispersa, en virtud de la distribución uniforme de los elementos no nulos en la
matriz, nos encontramos ante un acceso con probabilidad uniforme de acceso
por ĺınea.

El número de fallos en el acceso a este vector se calcula multiplicando el
número de ĺıneas referenciadas durante cada producto escalar por el número
de filas de la matriz dispersa y la probabilidad de fallo en cada uno de estos
accesos. El número de ĺıneas diferentes accedidas durante el procesamiento
de cada fila de la matriz dispersa viene dado por pN/Ls, ya que X cubre
N/Ls ĺıneas, y cada una tiene una probabilidad p de ser accedida durante el
producto escalar con una fila de la matriz dispersa, ya que es la probabilidad
de que haya al menos una entrada en algunas de las Ls posiciones de la fila
de la matriz cuyas columnas corresponden a las posiciones de una ĺınea del
vector X.
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La probabilidad de fallo se calcula como la opuesta a la probabilidad de
acierto. Los aciertos tienen lugar cuando la ĺınea accedida ha sido referenciada
durante un producto escalar anterior y no ha sufrido ni auto-interferencias
ni interferencias cruzadas.

Vector de área de interferencia cruzada

Las interferencias cruzadas son generadas por los accesos a los restantes
vectores, que presentan un acceso secuencial. El área de interferencia cruzada
viene dada por el vector de área total asociado a los accesos a los vectores A,
C, R y D. Este vector de área se calcula, como ya hemos visto, sumando los
vectores de área individuales correspondientes a los accesos a cada vector del
programa durante el periodo considerado. En nuestro caso estamos intere-
sados en calcular el vector de área de interferencia cruzada tras i productos
escalares:

Scruzada X(i) = SA(i) ∪ SC(i) ∪ SR(i) ∪ SD(i) (3.7)

donde SV(i) es el vector de área correspondiente a los accesos a un vector V
durante i productos escalares. Los cuatro vectores tienen un acceso secuen-
cial, por lo que dichos valores se calculan como:

SR(i) = Ss(ir) SD(i) = Ss(i)

SA(i) = Ss(iβ) SC(i) = Ss(iβr) (3.8)

Estos valores se obtienen considerando que en cada producto escalar se
accede a un elemento de D y R y a β componentes de A y C. Se aplica el factor
de escala r a los vectores compuestos por elementos enteros, como ya se hizo
en los apartados anteriores.

Vector de área de auto-interferencia

En cuanto a la probabilidad de auto-interferencia, cada ĺınea de X compite
por término medio con C(N) ĺıneas del mismo vector (ver definición de C(n)
en (2.3)) en el mismo conjunto de la caché, y todas ellas tienen una probabil-
idad p de ser accedidas durante un producto escalar con una fila de la matriz
dispersa. Como resultado, el número de ĺıneas de X que pueden reemplazar a
otra tras i productos escalares pertenece a una binomial B(C(N), 1−(1−p)i).
Aśı pues, este patrón corresponde a un acceso con probabilidad uniforme de
referencia por ĺınea 1− (1− p)i a las ĺıneas del vector X que pueden generar
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auto-interferencias con otra. De ah́ı que el vector de área de auto-interferencia
se calcule como:

Sauto X = Sl(C(N)Csk, 1− (1− p)i) = Si
la(N, p) (3.9)

Cálculo final del número de fallos sobre el vector X

La probabilidad de acierto en el primer acceso a cualquier ĺınea de X

durante el producto escalar de la j-ésima fila de la matriz dispersa por el
vector X es:

Pac X(j) =

j−1∑
i=1

p(1− p)i−1(1− Sint X0(i)) (3.10)

donde p(1− p)i−1 es la probabilidad de que el último acceso a la ĺınea haya
tenido lugar hace i productos escalares y Sint X(i) es el vector de área de
interferencia generado por los accesos producidos durante esos i productos
escalares. De acuerdo con la expresión (3.2), Sint X(i) se calcula como la unión
de los vectores de área de auto-interferencia y de interferencia cruzada (ex-
presiones (3.7) y (3.9) respectivamente).

Finalmente, la probabilidad media de acierto se calcula como:

Pac X =

∑M
j=1 Pac X(j)

M
(3.11)

Debemos señalar que el modelo explicado sólo tiene en cuenta el primer
acceso a cada ĺınea de X en cada producto escalar. Los otros Nnz − pMN/Ls

accesos tienen una probabilidad muy baja de resultar en fallo, dado que
referencian ĺıneas accedidas en la iteración previa del bucle más interno. El
vector de interferencia para ellos, Sint J X, seŕıa idéntico a Sint A, puesto que
entre dos accesos consecutivos a una ĺınea en X, lo cual sólo puede ocurrir
en iteraciones consecutivas, sólo se accede a dos palabras: una del vector A y
otra de C. Por tanto, el número de fallos sobre X puede estimarse como:

FX = pM
N

Ls

(1− Pac X) +

(
Nnz − pM

N

Ls

)
Sint J X0 (3.12)

3.2.4. Validación y análisis

La tabla 3.2 muestra la desviación ∆ de las predicciones del modelo para el
producto matriz dispersa-vector para algunas combinaciones de los parámet-
ros de entrada. En ella, al igual que haremos en los restantes algoritmos,
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N Nnz pn Cs Ls K
fallos

medidos
fallos

predichos σ ∆

1 10 1.0% 2 4 1 8083.60 8093.58 3.04 0.12
1 10 1.0% 2 4 2 7015.12 6952.84 6.15 -0.89
1 10 1.0% 4 4 4 5782.86 5779.39 0.25 -0.06
1 10 1.0% 8 4 1 6422.36 6405.88 2.36 -0.26
1 10 1.0% 8 8 2 2898.52 2903.55 0.94 0.17
1 10 1.0% 16 8 4 2876.00 2875.25 0.00 -0.03
1 100 10.0% 1 8 1 50993.32 52220.85 6.78 2.41
1 100 10.0% 16 4 2 50846.80 50943.57 0.62 0.19
1 100 10.0% 32 8 2 25379.44 25390.34 0.03 0.04

10 100 0.1% 8 8 2 70199.33 69978.14 2.18 -0.32
10 100 0.1% 16 8 1 43925.64 44047.74 4.12 0.28
10 100 0.1% 16 8 4 36986.65 37134.21 4.77 0.15
10 100 0.1% 32 8 2 30440.30 30239.15 6.16 0.35
10 100 0.1% 64 16 1 16553.36 16670.91 3.23 0.71
10 100 0.1% 64 8 4 28751.22 28751.04 0.00 0.00

Cuadro 3.2: Desviación del modelo para el producto matriz dispersa-vector.

hemos considerado matrices cuadradas (N = M), y r = 1. Los tamaños Cs

y Ls se representan, respectivamente, en Kpalabras y en palabras, mientras
que N y Nnz están en miles. Cada valor de la tabla se ha obtenido a partir
del número de fallos obtenido en 20 simulaciones en las que se han mod-
ificado los valores de las posiciones iniciales de las estructuras de datos, a
fin de contemplar diversas posiciones relativas de las mismas en la caché.
Estas variaciones dan lugar a diferentes números de fallos. La columna σ
representa la desviación t́ıpica del número de fallos medidos en las distintas
simulaciones expresado como tanto por cien del número medio de fallos me-
didos. La desviación del modelo ∆ viene expresada como el porcentaje sobre
la media aritmética del número de fallos medidos en las simulaciones de la
diferencia entre el número de fallos que predice el modelo y dicho valor medio
medido. En esta ocasión hemos incluido también en la tabla de ejemplos de
validación el número medio de fallos medidos en las simulaciones aśı como el
valor predicho por el modelo.

En el conjunto de combinaciones de los parámetros de entrada que se
han verificado para este algoritmo (en este caso se comprobaron unas 300
combinaciones), el error medio cometido por el modelo ha sido el 0.72% pese
a que la gran mayoŕıa de los errores son inferiores a esta media. El motivo es la
existencia de combinaciones en las que en alguna simulación se ha disparado



40 Caṕıtulo 3. Modelado de cachés asociativas por conjuntos para computaciones irregulares

0
0.05

0.1
0.15

0.2

7
6

5
4

3
2

0

1

2

3

4

x 10
7

PnLog Ls

# 
F

al
lo

s

Figura 3.2: Número de fallos en una caché de 2K palabras asociativa por
conjuntos de 4 v́ıas durante el producto matriz dispersa-vector de una matriz
10K × 10K en función de Ls y pn.

el número de fallos al coincidir en la misma ĺınea de la caché el inicio de
los vectores A, y C, que se acceden a la par. Otro dato de interés es el valor
medio de σ en nuestro conjunto de pruebas, que ha resultado ser el 3.15%.
Aśı pues, el error medio del modelo es sensiblemente inferior a la desviación
t́ıpica media producida en las simulaciones.

Mediante el uso del modelo podemos ilustrar el comportamiento del al-
goritmo respecto a sus parámetros de entrada. Ejemplos de ello son las gráfi-
cas 3.2 a 3.4. En el caso de Ls mostramos el logaritmo base 2 del número de
palabras la ĺınea.

La Figura 3.2 muestra la relación del número de fallos con Ls y pn en el
producto matriz dispersa-vector. La evolución es aproximadamente lineal con
respecto a pn, ya que el número de accesos es directamente proporcional a
Nnz y la mayoŕıa de ellos siguen un patrón secuencial. Puede observarse cómo
decrece significativamente el número de fallos al aumentar Ls debido a que
los accesos a todos los vectores excepto X son secuenciales (ver Figura 3.1) y
cuanto mayores sean las ĺıneas mejor se explota de la localidad espacial. Sin
embargo, cuando Ls es muy grande (> 64 palabras) y la matriz tiene una
mayor densidad (pn > 0,1) el aumento de las probabilidades de interferencia
sobre el vector X comienza a equilibrar las ventajas obtenidas del mejor uso
de la localidad espacial mostrada por los otros vectores para K = 1. Este
efecto, mostrado en la Figura 3.3, aumenta con el valor de pn.
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Figura 3.3: Número de fallos durante el producto matriz dispersa-vector de
una matriz 10K×10K con pn = 0,18 en una caché de 2K palabras en función
de Ls para varios grados de asociatividad.
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Figura 3.4: Número de fallos de cada vector durante el producto matriz
dispersa-vector de una matriz 10K×10K con pn = 0,05 en una caché de dos
v́ıas con Ls = 8 palabras en función de Cs.
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El comportamiento en función del tamaño de la caché podemos verlo
en la figura 3.4, la cual además muestra como a través del uso del modelo
podemos desglosar los fallos en los vectores a que corresponden. Se ha usado
una escala logaŕıtmica tanto para el número de fallos como para el tamaño
de la caché, si bien para este último presentamos el logaritmo en base 2 del
número de Kpalabras de que consta la caché, cosa que siempre haremos. Dado
que la lectura de los vectores A y C es secuencial, el aumento del tamaño de
la caché apenas tiene influencia sobre él, simplemente contribuye a reducir
las interferencias cruzadas que puedan sufrir, que son pocas. Algo similar
ocurre con R e Y, si bien al tener un número mucho menor de fallos y una
probabilidad sustancialmente mayor de interferencia, el efecto es más acusado
en la gráfica. Por último, el vector X es el que experimenta una reducción más
fuerte de la tasa de fallos con el incremento de Cs. Por un lado, al pasar de 8 a
16 Kpalabras desaparece por completo la probabilidad de auto-interferencia
en su acceso. Por otro lado, la probabilidad de interferencia cruzada que
puede sufrir, al ser sustancialmente mayor que la que presentan los restantes
vectores, experimenta también una reducción mucho mayor al aumentar la
capacidad de la caché.

3.3. Producto matriz dispersa-matriz densa:

orden JIK

Hay tres versiones básicas para el código del producto matriz dispersa-
matriz densa con almacenamiento CRS, dependiendo del orden en el que se
aniden los bucles: JIK, IJK e IKJ, donde la primera letra corresponde al
bucle más externo y la última al más interno. Los elementos de la matriz
dispersa, la matriz densa B y la matriz producto D se referencian mediante
(I,K), (K,J) y (I,J), respectivamente. El código para la primera versión lo
encontramos en la figura 3.5

En el orden JIK, se multiplica la matriz dispersa por una columna de la
matriz densa B en cada iteración del bucle en J. Aśı pues, se trata de una
repetición del producto matriz dispersa-vector H veces, siendo H el número
de columnas de la matriz densa. En cada iteración de dicho bucle se usa
una columna distinta de B y de D, con lo que multiplicar por H el número de
fallos que se generaŕıan en el producto matriz dispersa-vector correspondiente
a una iteración es una buena aproximación.

Sin embargo, esta aproximación no seŕıa correcta para los vectores A, C
y R, pues si bien en el primer producto se comportan como en el producto
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DO J=1, H

DO I=1, M

REG=0.0

DO K=R(I), R(I+1)-1

REG=REG + A(K) * B(C(K), J)

ENDDO

D(I,J)= D(I,J)+REG

ENDDO

ENDDO

Figura 3.5: Producto matriz dispersa-matriz densa con orden JIK.

matriz dispersa-vector, en los subsiguientes puede darse un acierto en el reuso
de sus elementos, puesto que han sido accedidos previamente. Dedicamos los
apartados siguientes a su modelado.

3.3.1. Vectores A y C

Una vez más, trataremos ambos vectores juntos por tener el mismo patrón
de acceso. Dado que la diferencia con el producto matriz dispersa-vector
radica en que puede haber probabilidad de acierto Pac en el primer acceso a
cada ĺınea en el producto por una columna que no sea la primera, podemos
reescribir la expresión (3.4) poniéndola en función de dicha probabilidad para
obtener el número de fallos sobre el vector A durante el procesamiento de una
columna:

Fcol A(Pac) =
Nnz

Ls

(Pac + (Ls − 1)Sint A0) (3.13)

A lo largo del producto matriz dispersa-vector correspondiente a cada
columna de la matriz B, se genera el siguiente vector de área de interferencia
para el vector A:

Sint J A =Ss(C(Nnz)Csk) ∪ Ss(Nnzr) ∪ Ss(Mr)∪

Ss(M) ∪ Sl

(
2N, 1− 1− (1− p)M

pM

)
(3.14)

donde los componentes corresponden, respectivamente, a las posibles auto-
interferencias de un acceso a la totalidad de A, más las interferencias cruzadas
producidas por las referencias a la totalidad de los vectores C y R, una columna
de la matriz D y las porciones accedidas de dos columnas de la matriz B.
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Este último valor podemos estimarlo empleando una distribución uniforme de
probabilidad por ĺınea sobre las 2N palabras de que constan las dos columnas.
La probabilidad media será la media de las probabilidades de que una ĺınea
haya sido accedida a lo largo del procesamiento de 0, 1, . . . ,M − 1 filas de la
matriz dispersa. Dado que la probabilidad de acceso por ĺınea es p por cada
fila, para i filas será 1− (1− p)i. La probabilidad en 3.14 es la media de este
valor para i = 0, 1, . . . , M − 1.

El número de fallos sobre A se estimará en este caso como:

FA = Fcol A(1) + (H − 1)Fcol A(Sint J A0) (3.15)

El caso del vector C es análogo, teniendo en cuenta solamente la diferencia
de escala por constar de elementos de tipo entero.

3.3.2. Vector R

Siguiendo un procedimiento similar, tendŕıamos que el número de fallos
sobre R durante el procesamiento de una columna de la matriz densa en
función de la probabilidad de acierto en el acceso al primer componente de
cada ĺınea de dicho vector, es:

FR col(Pac) =
Mr

Ls

(Pac + (Ls/r − 1)Sint R0) (3.16)

donde Sint R adopta el mismo valor que Sint D en la sección 3.2.2. El vector de
área de interferencia para R entre dos accesos consecutivos a la misma ĺınea
producidos durante el producto con dos columnas consecutivas de la matriz
B seŕıa:

Sint J R =Ss(C(Mr)Csk) ∪ Ss(Nnzr) ∪ Ss(Nnz)∪

Ss(M) ∪ Sl

(
2N, 1− 1− (1− p)M

pM

)
(3.17)

es decir, adopta el valor de Sint J A reemplazando la auto-interferencia para
el vector A, Ss(C(Nnz)Csk), por la del vector R que estamos considerando
actualmente, Ss(C(Mr)Csk), y la interferencia externa asociada a R, Ss(Mr),
por la correspondiente a A, Ss(Nnz).

La expresión del número de fallos sobre este vector se calculaŕıa de forma
análoga a (3.15).
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N Nnz pn H Cs Ls K σ ∆

1 10 1.0% 100 2 4 1 23.69 -3.48
1 10 1.0% 100 4 4 4 0.11 -0.01
1 10 1.0% 100 8 4 1 1.50 0.17
1 10 1.0% 100 8 8 2 1.41 0.08
1 10 1.0% 100 16 8 4 3.88 0.40
1 10 1.0% 100 64 8 2 29.50 6.89
2 20 0.5% 200 1 8 1 1.11 1.00
2 20 0.5% 200 16 4 2 1.98 0.04
2 20 0.5% 200 32 8 4 3.53 -2.61

10 100 0.1% 40 4 4 1 1.50 0.23
10 100 0.1% 40 16 4 2 2.98 -0.01
10 100 0.1% 40 16 8 1 3.13 -0.67
10 100 0.1% 40 32 8 4 0.29 -0.06
10 100 0.1% 40 64 16 2 1.09 0.09
10 100 0.1% 1000 256 32 2 13.45 4.63

Cuadro 3.3: Desviación del modelo para el producto matriz dispersa-matriz
densa con orden JIK.

3.3.3. Validación

La tabla 3.3 muestra los datos de validación para algunas de las posibles
combinaciones de los parámetros para el producto matriz dispersa-matriz
densa con orden JIK. Al igual que en la tabla 3.2 y las subsiguientes, N y
Nnz están en miles; no obstante H estará siempre en unidades. Cabe destacar
que del conjunto de combinaciones comprobadas se extrajo una tasa media
de error para el modelo del 1.82%, en tanto que la desviación t́ıpica media
de las simulaciones resultó ser del 11.61%. Puede apreciase que en este orde-
namiento se dan grandes variaciones en el número de fallos en función de la
posición relativa de los vectores implicados en la memoria. Esto se debe a la
preponderancia de accesos de tipo secuencial repetidos a ciertas áreas de la
memoria, en particular, los vectores que constituyen la matriz dispersa. Esta
es también la causa de que para ciertas combinaciones de los parámetros la
diferencia entre el número medio de fallos medidos en las simulaciones y el
predicho sea grande. Cabŕıa suponer que a medida que creciese el número
de observaciones la media de fallos medidos iŕıa convergiendo al valor del
número de fallos predichos.

En el apartado 3.5.4 presentaremos un análisis comparativo del compor-
tamiento del algoritmo para los tres ordenamientos.



46 Caṕıtulo 3. Modelado de cachés asociativas por conjuntos para computaciones irregulares

DO I=1, M

DO K=R(I), R(I+1)-1

REG0=A(K)

REG1=C(K)

DO J=1, H

D(I,J)=D(I,J)+REG0*B(REG1,J)

ENDDO

ENDDO

ENDDO

Figura 3.6: Producto matriz dispersa-matriz densa con orden IKJ.

3.4. Producto matriz dispersa-matriz densa:

orden IKJ

Esta versión del algoritmo, cuyo código se muestra en la figura 3.6 no pre-
senta las similaridades encontradas en el orden JIK con el producto matriz
dispersa-vector, por lo que habremos de explicar el modelado de todas las es-
tructuras de datos. Por otra parte, es la primera vez que encontramos accesos
por filas, es decir, con una distancia constante entre los puntos accedidos.

3.4.1. Vector R

En esta ocasión el vector R es accedido secuencialmente y cada uno de sus
elementos es referenciado una sola vez, con lo que puede calcularse el número
de fallos sobre él como:

FR =
Mr

Ls

(1 + (Ls/r − 1)Sint R0) (3.18)

calculándose el vector de área de interferencia como:

Sint R = Ss(β) ∪ Ss(βr) ∪ Sr(H, 1,M) ∪ Sl(NH, p) (3.19)

cuyos componentes corresponden, respectivamente, a β elementos de los vec-
tores A y C, que constituyen una fila de la matriz dispersa; una fila de la
matriz de destino, y la totalidad de las ĺıneas accedidas de B. El modelado
del patrón de acceso a una fila de una matriz FORTRAN se realiza utilizan-
do Sr (sección 2.3.5), puesto que ésta consta de una región de un elemento
por cada columna de la matriz, estando separadas dos regiones consecutivas
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por M palabras en la memoria, el tamaño de la columna, es decir, es un
acceso a regiones separadas por una distancia constante. Dado que la matriz
B está formada por NH elementos y cada ĺınea tiene una probabilidad p de
ser accedida durante el procesamiento de una fila de la matriz dispersa, su
vector de área de interferencia cruzada debe ser Sl(NH, p).

3.4.2. Vectores A y C

Al igual que sucede con el vector R, los vectores A y C son accedidos
secuencialmente y cada uno de sus elementos es referenciado una sola vez.
Podemos usar las expresiones (3.4) y (3.5) para derivar el número de fallos
para ellos, tomando en esta ocasión Sint A como:

Sint A = Sr(H, 1,M) ∪ Sr(H, 1, N) ∪ Ss(1) (3.20)

donde los componentes se corresponden con el acceso a una fila de las matrices
D y B, efectuado en el interior del bucle en J, y a un acceso al otro de los dos
vectores (C para A y viceversa).

3.4.3. Matriz D

En la matriz D tenemos un acceso por filas efectuado para cada entrada
de la matriz dispersa. Cada grupo de Ls filas de esta matriz será accedido
si hay alguna entrada en las Ls filas correspondientes de la matriz dispersa,
es decir, con probabilidad 1 − (1 − pn)

NLs . Estas filas cubren un total de H
ĺıneas en las que el primer acceso será un fallo intŕınseco. En lo tocante a
los βLs− 1 accesos restantes que tendŕıan de media, podŕıamos dividirlos en
dos grupos teniendo en cuenta que las β entradas que hay en cada fila de la
matriz dispersa por término medio producen accesos a pN/Ls ĺıneas de cada
columna de la matriz B.

En cada fila de la matriz hay unas β − pN/Ls entradas que producen
accesos a las ĺıneas de una fila de la matriz densa que han sido accedidas
en la iteración previa del bucle en K. Por tanto el vector de área de
interferencia para la matriz D, Sint np D, en los accesos producidos por
estas entradas seŕıa:

Sint np D = Sra(H, 1,M) ∪ Sr(H, 1, N) ∪ Ss(1) ∪ Ss(1) (3.21)

puesto que a la auto-interferencia del acceso a una fila de dicha matriz
deberemos añadirle los vectores de área de interferencia cruzada del
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acceso a las ĺıneas de una fila de B y los accesos a un elemento de los
vectores A y C. Recuérdese que Sra (ver expresión (2.22) proporciona el
vector de área de auto-interferencia en un acceso a regiones separadas
por una distancia constante, que es precisamente el correspondiente
al acceso a una fila en una matriz en FORTRAN, al almacenar este
lenguaje las matrices por columnas.

Las pN/Ls entradas restantes serán las primeras en su fila en acceder al
grupo de ĺıneas de B que constituyen una fila. Desde el punto de vista
del acceso a la fila de la matriz D, esto querrá decir que entre el acceso
anterior a la j-ésima ĺınea de dicha fila y el actual, se habrá accedido a
H−j ĺıneas procedentes de la fila anteriormente procesada de la matriz
B y unas j de la actual, además de la propia fila de D y los elementos
de los vectores A y C. Por tanto parece razonable calcular el vector de
interferencia Sint p D en estos accesos como:

Sint p D =Sra(H, 1,M) ∪ Ss(1) ∪ Ss(1)∪
∑H/2

j=1(Sr(j, 1, N) ∪ Sr(H − j, 1, N))

H/2

(3.22)

De esta forma el número de fallos sobre la matriz D se estimaŕıa como:

FD =
M

Ls

(1− (1− pn)
NLs)

(H + (βLs −Np)Sint np D0
+ (Np− 1)Sint p D0

)

(3.23)

3.4.4. Matriz B

Al igual que ocurŕıa en el producto matriz dispersa-vector, tendremos
MN/Lsp entradas que serán la primera en su fila en generar accesos a una
fila dada de B. Las restantes Nnz−MN/Lsp estarán accediendo a una fila ya
referenciada en la iteración anterior del bucle en K, con lo que el vector de
área de interferencia para la matriz B en ellas será:

Sint np B = Sra(H, 1, N) ∪ Sr(H, 1,M) ∪ Ss(1) ∪ Ss(1) (3.24)

que tiene la forma de (3.21) intercambiando el vector de área de auto-
interferencia de una fila de D por el de una fila de B y el de interferencia
cruzada de una fila de B por el de una de D.

En lo tocante al primer acceso a una fila de B durante el procesamiento de
una fila de la matriz dispersa, usaremos la aproximación vista en el producto
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matriz dispersa-vector: calcularemos la probabilidad de acierto en función
del número de filas procesadas desde el último acceso a la que estamos estu-
diando. El vector de área de interferencia cruzada tras el procesamiento de i
filas de la matriz dispersa será:

Scruzada B(i) = Ss(iβ) ∪ Ss(iβr) ∪ Ss(ir) ∪ Sr(H, i,M) (3.25)

cuyos miembros corresponden al acceso a β elementos de los vectores A y C y
uno de R en cada fila, estando estos dos últimos constituidos por enteros; y
al procesamiento de i filas de la matriz D. El vector completo de interferencia
será:

Sint B(i) = Si
la(NH, p) ∪ Scruzada B(i) (3.26)

puesto que la auto-interferencia puede darse por el acceso a una cualquiera de
las ĺıneas de la matriz, de NH elementos, teniendo cada una una probabilidad
de haber sido accedida a lo largo de i procesamientos de 1 − (1 − p)i. La
expresión de la probabilidad de fallo durante el procesamiento de la j-ésima
fila es análoga a la expresión (3.10). También el número de fallos se calcula de
una forma muy similar a la del vector X en el producto matriz dispersa-vector:

FB = H(pMN/Ls(1− Pac B) + (Nnz − pMN/Ls) Sint np B0
) (3.27)

donde Pac B es la media aritmética de los Pac B(j) para j = 1, . . . , M , como
en (3.11).

3.4.5. Validación

La tabla 3.4 contiene los datos de validación del modelo para algunas
de las posibles combinaciones de los parámetros para el ordenamiento IKJ
del producto matriz dispersa-matriz densa. En esta ocasión, del conjunto de
combinaciones para las que se efectuaron simulaciones se obtuvo una tasa
media de error en las predicciones del modelo del 0.62 %, mientras que la
desviación t́ıpica media de las simulaciones resultó ser del 1.55%.

3.5. Producto matriz dispersa-matriz densa:

orden IJK

La última versión del algoritmo, ilustrada por el código de la figura 3.7,
accede por filas la matriz D al igual que el orden IKJ, pero referencia la matriz
densa B por columnas. Puede observarse que aunque el acceso a R se encuentra
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N Nnz pn H Cs Ls K σ ∆

1 10 1.0% 100 2 4 1 0.30 -0.13
1 10 1.0% 100 4 4 4 0.17 -0.10
1 10 1.0% 100 8 4 1 0.29 -0.04
1 10 1.0% 100 8 8 2 0.23 -0.03
1 10 1.0% 100 16 8 4 0.38 -0.27
1 10 1.0% 100 64 8 2 1.11 -0.31
2 20 0.5% 200 1 8 1 0.00 0.00
2 20 0.5% 200 16 4 2 0.10 -0.04
2 20 0.5% 200 32 8 4 0.15 -0.12

10 100 0.1% 40 4 4 1 0.06 0.01
10 100 0.1% 40 16 4 2 0.05 -0.01
10 100 0.1% 40 16 8 1 0.06 0.00
10 100 0.1% 40 32 8 4 0.08 0.00
10 100 0.1% 40 64 16 2 0.12 -0.04
10 100 0.1% 1000 256 32 2 0.07 -0.37

Cuadro 3.4: Desviación del modelo para el producto matriz dispersa-matriz
densa con orden IKJ.

DO I=1, M

DO J=1, H

REG=0

DO K=R(I), R(I+1)-1

REG=REG+A(K)*B(C(K),J)

ENDDO

D(I,J)=D(I,J)+REG

ENDDO

ENDDO

Figura 3.7: Producto matriz dispersa-matriz densa con orden IJK.

dentro del bucle en J, en realidad sólo depende del bucle más externo, al
igual que en el algoritmo anterior. Además las regiones accedidas durante
una iteración del bucle más externo son las mismas que en el precedente,
variando sólo el orden en el que se las accede. Por tanto el modelado del
comportamiento del vector R es idéntico.
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3.5.1. Vectores A y C

Al tener ambos vectores el mismo patrón, comentaremos sólo el mode-
lado de A, como hemos venido haciendo. En este algoritmo se lee de forma
secuencial este vector, repitiéndose H veces la lectura de cada grupo de β
elementos correspondientes a una fila de la matriz dispersa antes de pasar al
siguiente grupo. El vector de área de interferencia entre dos accesos consec-
utivos dentro del bucle en K es Sint A, calculado en (3.3), puesto que en ese
periodo simplemente se accede a un elemento de C y otro de B. Este valor
será aplicable a Ls−1 de los elementos de cada ĺınea. El acceso al primer ele-
mento de una ĺınea será un fallo intŕınseco durante el procesado de la primera
columna. En los restantes le corresponderá un vector de área de interferencia:

Sint J A = Ss(βr) ∪ Ss(1) ∪ Sl(N, p) (3.28)

puesto que entre los accesos a los elementos del vector A pertenecientes a una
fila de la matriz dispersa correspondientes al procesado de dos columnas se
leen los β elementos asociados de C, uno de la matriz D y se realiza un acceso
a una columna de la matriz B con probabilidad uniforme de acceso por ĺınea
p. Aśı pues, el número de fallos sobre el vector A se estimaŕıa como:

FA =
Nnz

Ls

(1 + (H − 1)Sint J A0) +

(
Nnz − Nnz

Ls

)
HSint A0 (3.29)

3.5.2. Matriz D

Esta matriz es accedida por filas, habiendo un fallo intŕınseco en el primer
acceso a cada ĺınea de la misma, aproximándose el vector de área de inter-
ferencia para los restantes accesos mediante la expresión:

Sint np D = S ′ra(H, 1,M) ∪ Ss(2β) ∪ Ss(2βr) ∪ Sl(NH, p) (3.30)

que agrupa la auto-interferencia sobre la ĺınea de D teniendo en cuenta que
las ĺıneas correspondientes a las columnas posteriores de la fila son accedidas
con ı́ndice de fila i mientras que los de las columnas precedentes se acceden
en la siguiente iteración, con ı́ndice i+1. Este tipo de vector de área de auto-
interferencia se calcula mediante S ′ra (véase apartado 2.3.5). Incluye también
los accesos a los elementos de los vectores A y C asociados a las ĺıneas i e
i + 1, y realiza una aproximación de las porciones accedidas de la matriz B

en el intervalo considerado. Estas porciones son los datos en las columnas
con ı́ndice superior a la que se está considerando de D correspondientes a
las filas direccionadas por las entradas de la fila i de la matriz dispersa, y
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en las columnas con ı́ndice inferior asociadas a las filas direccionadas por
las entradas de la siguiente fila. Aśı pues, el vector de área de interferencia
cruzada puede estimarse como el correspondiente a una distribución uniforme
de la probabilidad de acceso p sobre toda la matriz, dado que en cada fila de
la matriz dispersa las entradas se distribuyen de forma que generan accesos
a pN/Ls ĺıneas en cada columna de la matriz densa, y son independientes en
cada fila, afectando los accesos de cada fila a H ĺıneas.

De esta forma, el número de fallos sobre la matriz producto puede esti-
marse como:

FA =
MH

Ls

(
1 + (Ls − 1)Sint np D0

)
(3.31)

3.5.3. Matriz B

Una vez más podemos modelar el comportamiento de esta matriz emple-
ando un mecanismo similar al utilizado en el producto matriz dispersa-vector
para el vector X. De hecho esta versión del algoritmo realiza el producto es-
calar de cada fila de la matriz dispersa por cada columna de la matriz B,
siendo la diferencia con el orden JIK que en vez de multiplicar toda la matriz
por cada columna de B antes de pasar a la siguiente, multiplica una fila de
la matriz por todas las columnas de B antes de pasar a la siguiente fila.

El vector de área de interferencia asociado a las entradas que no son las
primeras en generar un acceso a una ĺınea dada durante un producto escalar
(Nnz − pMN/Ls en toda la matriz) es el mismo,

Sint K B = Ss(1) ∪ Ss(1) (3.32)

En cuanto a los accesos generados por las primeras (pMN/Ls), calcularemos
la probabilidad de acierto en el reuso de la ĺınea en función del número de filas
de la matriz dispersa procesadas desde el último acceso a la ĺınea estudiada.
Aqúı el vector de área de interferencia cruzada será,

Scruzada B(i) = Ss((i + 1)β) ∪ Ss((i + 1)βr) ∪ Ss(ir) ∪ Sr(H, i,M) (3.33)

puesto que si se procesan i filas de la matriz dispersa entre ambos accesos,
se leen los elementos de i + 1 filas almacenados en los vectores A y C e i del
vector R, además de calcularse los valores de i filas de la matriz producto. El
motivo de que sean i + 1 y no i las filas de la matriz dispersa cuyos datos se
leen es que para el procesado de cada columna de la matriz B se leen todos
los elementos de la fila procesada, con lo que los elementos de la fila en la
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N Nnz pn H Cs Ls K σ ∆

1 10 1.0% 100 2 4 1 3.30 -0.18
1 10 1.0% 100 4 4 4 0.18 0.01
1 10 1.0% 100 8 4 1 0.20 0.10
1 10 1.0% 100 8 8 2 0.27 -0.04
1 10 1.0% 100 16 8 4 0.36 -0.14
1 10 1.0% 100 64 8 2 1.05 -0.32
2 20 0.5% 200 1 8 1 4.44 0.08
2 20 0.5% 200 16 4 2 0.15 -0.00
2 20 0.5% 200 32 8 4 0.18 -0.09

10 100 0.1% 40 4 4 1 1.13 0.06
10 100 0.1% 40 16 4 2 0.06 0.00
10 100 0.1% 40 16 8 1 0.07 0.08
10 100 0.1% 40 32 8 4 0.10 0.00
10 100 0.1% 40 64 16 2 0.14 0.02
10 100 0.1% 1000 256 32 2 0.05 0.35

Cuadro 3.5: Desviación del modelo para el producto matriz dispersa-matriz
densa con orden IJK.

que se accede por última vez la ĺınea de B estudiada serán léıdos después del
producto escalar en donde ésta es referenciada.

El vector de área de interferencia total Sint B(i) se calcula mediante (3.26),
ya que el área accedida en B es la misma, variando únicamente que en vez de
ser recorrida por filas para cada entrada de una fila de la matriz dispersa, se
hace el producto escalar de todas las entradas de una fila por cada columna.
También la expresión de Pac B(j) y el promediado de estos valores para con-
stituir Pac B son los mismos que en el ordenamiento anterior. La expresión
para el cálculo del número de fallos es también similar:

FB = H(pMN/Ls(1− Pac B) + (Nnz − pMN/Ls) Sint K B0) (3.34)

3.5.4. Validación y análisis

Incluimos en la tabla 3.5 los datos de validación correspondientes a las
mismas combinaciones de los parámetros de entrada que se ilustraron en
los dos ordenamientos previos posibles para los bucles de este algoritmo. En
este caso resultó de estas pruebas un error medio para las predicciones del
modelo de un 0.93 %, frente a una desviación t́ıpica media de las mediciones
efectuadas en las simulaciones de un 3.26%.
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Figura 3.8: Número de fallos durante el producto matriz dispersa-matriz
densa en función del ordenamiento, el tamaño de la caché y el grado de
asociatividad para una matriz dispersa 10Kx10K con pn = 0,05 y H = 1K
usando Ls = 8.

Realizamos a continuación un estudio comparativo del comportamiento
de los algoritmos correspondientes a los tres ordenamientos.

Las figuras 3.8 y 3.9 muestran la evolución del número de fallos para
los tres ordenamientos y tres niveles de asociatividad t́ıpicos en función del
tamaño de la caché y de la ĺınea. Vemos que el orden JIK es siempre el mejor
para un tamaño de ĺınea medio debido al gran predominio de los accesos se-
cuenciales en éste frente a los otros dos ordenamientos. Sólo cuando el tamaño
de la ĺınea es muy reducido, no permitiendo, pues, explotar adecuadamente
la localidad espacial, pueden los fallos de este ordenamiento ser superiores a
los de los otros. De ellos, el IKJ es el menos eficiente, pues tanto la matriz
densa B como la matriz producto D son accedidas únicamente por filas. El
ordenamiento IJK permite al menos una explotación de la localidad espacial
en el acceso a B durante el producto escalar de una columna de esta matriz
con una fila de la matriz dispersa. También presenta una mayor localidad
tanto espacial como temporal en el acceso a los elementos que conforman la
matriz dispersa.

En lo tocante al tamaño de la caché, puede apreciarse como la mayor
cáıda del número de fallos para el ordenamiento JIK en la figura 3.8 se da en
la zona en la que Cs pasa de un valor muy inferior a N a uno mayor, dado
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Figura 3.9: Número de fallos durante el producto matriz dispersa-matriz
densa en función del ordenamiento, el tamaño de la ĺınea de caché y el grado
de asociatividad para una matriz dispersa 10Kx10K con pn = 0,05 y H = 1K
usando Cs = 16K.

que las auto-interferencias en el acceso a la columna de la matriz B procesada
en cada iteración del bucle en J desaparecen y las interferencias cruzadas se
reducen fuertemente. El orden IKJ, por otra parte, es muy sensible a las auto-
interferencias en el acceso a las ĺıneas de una fila. En el caso de esta figura,
mcm(N = 10K, Cs) = 625Cs, con lo que las auto-interferencias surgen con los
accesos a partir de la columna Cs/16. Por ello, sólo para valores de Cs ≥ 16K
palabras podemos contener las 1000 ĺıneas de una fila de la matriz sin que
surjan estas interferencias y obtener aciertos en sus reusos. Dado que en el
acceso a las ĺıneas de D se tiene el mismo problema, el tamaño de 32K palabras
es el primero en lograr una estabilización del número de fallos, influyendo en
él decisivamente el grado de asociatividad mayor que uno para evitar que las
ĺıneas de B y D se expulsen mutuamente en sus conjuntos. Sin embargo, la
gran probabilidad de interferencias cruzadas sigue haciendo que este orden
se comporte peor que los otros dos. Para el ordenamiento IJK el tamaño de
la caché influye muy poco porque B se accede por columnas y, como hemos
dicho, los accesos a los componentes de la matriz dispersa tienen una distancia
de reuso corta. El reuso de las ĺıneas de B para distintas filas de la matriz
dispersa es imposible para los tamaños de caché considerados, pues si tenemos
un tamaño de ĺınea de 8 palabras y una densidad 0.05, la probabilidad de
acceso por ĺınea de una columna de B es p = 1− (1− 0,05)8 = 0,336, con lo
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que durante el procesamiento de una fila de la matriz dispersa accedeŕıamos
por término medio a 0,336 · (10000/8) · 1000 ≈ 420000 ĺıneas de B.

Es destacable también la reducida influencia en general del grado de aso-
ciatividad sobre la tasa de fallos: ésta aporta poco al orden JIK debido al
predominio de los accesos secuenciales, los cuales eliminan la mayor parte de
las interferencias. En el orden IJK la asociatividad puede reducir el número
de fallos sobre los vectores A y C, pues la distancia entre reusos de sus datos
no es grande, como hemos visto. Si el tamaño de la caché es lo suficiente-
mente grande como para que estas interferencias cruzadas se minimicen, la
asociatividad deja de influir en este ordenamiento, como puede verse en la
figura 3.8. En el orden IKJ, hay una mayor dependencia de la relación entre
el tamaño de la caché y de la ĺınea para saber cuando ayuda la asociatividad
debido a la mayor distancia entre los reusos. Por ejemplo, en el caso de la
figura 3.9 una ĺınea de A, C, D o B sólo se volveŕıa a acceder tras referenciar
unas H = 1000 ĺıneas de B y otras tantas de D. Esto hace que en la caché de
16K palabras considerada los tamaños de ĺınea mayores que 16000/2000 = 8
reduzcan mucho de por śı la posibilidad de acierto en el reuso. Este efecto
también puede apreciarse en la gráfica 3.8, en la que ya hemos explicado en
el párrafo precedente por qué sólo a partir de un tamaño de caché de 16K
palabras, y en especial de 32 Kpalabras, puede comenzar la asociatividad a
reducir las tasas de fallos.

En cuanto a la influencia del tamaño de la ĺınea, su incremento es benefi-
cioso para los ordenamientos en función de su nivel de secuencialidad en los
accesos, mejorando por tanto mucho el comportamiento del orden JIK y en
menor medida el de IJK, y siendo contraproducente para el ordenamiento IKJ
por su casi total carencia de posibilidades reales de explotación de la localidad
espacial: en él, el aumento del tamaño de la ĺınea sólo contribuye práctica-
mente a aumentar el tamaño del conjunto de trabajo donde se pueden dar
reusos, como acabamos de explicar. Sólo valores muy elevados de Ls pueden
dar lugar a crecimientos de la probabilidad de interferencia que eliminen las
ventajas obtenidas del uso de la localidad espacial en las ĺıneas grandes para
JIK e IJK. Este efecto aumenta con la densidad de la matriz.

3.6. Trasposición de una matriz dispersa

En esta sección modelamos un algoritmo notablemente más complejo que
los vistos hasta ahora: la trasposición de una matriz dispersa. Como puede
verse en la figura 3.10, el código asociado, que ha sido extráıdo de [39],
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1 DO I=2,N+1
RT(I)=0

END DO

2 DO I=1, R(M+1)-1
J=C(I)+2
RT(J)=RT(J)+1

END DO

RT(1)=1
RT(2)=1

3 DO I=3, N+1
RT(I)=RT(I)+RT(I-1)

END DO ↪→

4 DO I=1, M
DO K=R(I), R(I+1)-1
J=C(K)
P=RT(J)
CT(P)=I
AT(P)=A(K)
RT(J)=P+1

END DO
END DO

Figura 3.10: Trasposición de una matriz dispersa.

presenta dos nuevos elementos con respecto a los códigos precedentes:

Por un lado, este algoritmo no consta de un único grupo de bucles
perfectamente anidados, sino que consta de una secuencia de cuatro
anidamientos o bucles. Algunas estructuras de datos son referenciadas
en varios (incluso en los cuatro) anidamientos, con lo que además de
las probabilidades de acierto en el reuso de las porciones de las mismas
accedidas previamente en un anidamiento dado, habremos de consid-
erar la probabilidad de acierto al reusar un dato accedido en un bucle
o anidamiento precedente.

El número de niveles de indirección es notablemente mayor en el último
anidamiento. Por ejemplo, puede apreciarse que A(K) se está copiando
a AT(RT(C(K))), siendo a su vez el ı́ndice K un valor comprendido entre
R(I) y R(I+1)-1.

Como nuevas estructuras de datos tenemos los vectores AT, CT y RT que
almacenarán la matriz traspuesta también en formato CRS.

3.6.1. Vector A

Este vector es accedido de una forma totalmente secuencial en el último
bucle y, entre dos accesos consecutivos al mismo, se referencian cinco ĺıneas
pertenecientes a cuatro vectores diferentes. Además, cada β accesos aprox-
imadamente hay una referencia más debido a la lectura de R al iniciar el
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procesado de una nueva fila. Por tanto podemos estimar el número de fallos
sobre el vector A como:

FA =
Nnz

Ls

(
1 + (Ls − 1)

1

β

(
(β − 1)

(
5∪ Ss(1)

)

0

+

(
6∪ Ss(1)

)

0

))
(3.35)

en donde denotamos como
n∪ S la unión n veces de S consigo mismo y por

(· · · )0 la componente 0 del vector de área de interferencia obtenido mediante
la operación que aparece entre los paréntesis.

3.6.2. Vector R

Este vector sólo aparece en el último bucle y se accede de forma secuencial.
Por tanto no presenta auto-interferencias. Las interferencias cruzadas vienen
dadas por los accesos a los restantes vectores durante el procesado de una fila
de la matriz dispersa original, o si se prefiere, durante una iteración del bucle
más externo del anidamiento 4. Estos accesos afectan a β elementos consecu-
tivos de los vectores A y C en la matriz original. En la matriz destino, el vector
RT experimenta un acceso con probabilidad uniforme de referencia por ĺınea,
pues cada ĺınea del mismo tiene una probabilidad pr = 1− (1−pn)

Ls/r de ser
accedida, es decir, si hay al menos una entrada en el grupo de Ls/r columnas
cuyas filas tendŕıan sus ĺımites almacenados en una ĺınea de R. El vector AT
tiene un acceso por grupos de Nnz/N elementos (los correspondientes a una
columna de la matriz original) con una probabilidad uniforme de referencia
pn. Este patrón de acceso es el modelado por Sg, descrito en la sección 2.3.3.
Como siempre, el vector CT tiene un patrón idéntico, pero debiéndose tener
en cuenta que está conformado por datos enteros. Aśı pues, el vector de área
de interferencia correspondiente a R será:

Sint R =Ss(β) ∪ Ss(βr) ∪ Sl(Nr, pr)∪
Sg(Nnz, Nnz/N, pn) ∪ Sg(Nnzr,Nnzr/N, pn)

(3.36)

y el número de fallos se calculará como:

FR =
Mr

Ls

(1 + (Ls/r − 1)Sint R0) (3.37)

3.6.3. Vectores AT y CT

Estos dos vectores siguen el mismo patrón de acceso, como puede verse en
el cuarto anidamiento. Por tanto, al igual que se ha venido haciendo en los
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algoritmos precedentes, explicaremos el modelado del comportamiento del
vector AT y recordaremos que el del vector CT es idéntico, teniendo en cuenta
la diferencia de escalado al estar constituido por elementos enteros en lugar
de valores en punto flotante. El patrón de acceso es, como hemos mencionado,
el modelado por Sg, con un valor para sus parámetros n = Nnz, t = Nnz/N
y Pg = pn para AT. Como suponemos que no hay porciones del vector en la
caché al iniciarse la ejecución, el número de fallos puede estimarse como:

FAT =
Nnz

Ls

+ (Nnz −Nl ATM)Sint K AT0+
(

Nl ATM − Nnz

Ls

)
(1− Pac AT)

(3.38)

ya que el primer acceso a cada ĺınea será un fallo intŕınseco y los restantes
dependerán de la probabilidad de acierto en el reuso de la ĺınea. Si Nl AT es
el número medio de ĺıneas de AT referenciadas durante el procesamiento de
una fila de la matriz dispersa, calculado como:

Nl AT =

{
Nnz/Ls(1− (1− pn)

LsN/Nnz) si Nnz/N ≤ Ls

β si Nnz/N > Ls
(3.39)

habrá Nnz−Nl ATM elementos que referenciarán una ĺınea de AT accedida en
la iteración previa del bucle en K, con lo que el vector de área de interferen-
cia para ellos vendrá dado aproximadamente por los accesos a cuatro ĺıneas
diferentes, es decir:

Sint K AT =
4∪ Ss(1) (3.40)

De los restantes Nl ATM accesos que son los primeros en referenciar una
ĺınea del vector AT durante el procesamiento de una fila de la matriz dispersa,
Nnz/Ls corresponden a los fallos intŕınsecos y los restantes dependerán de la
probabilidad de acierto en el reuso Pac AT. Este valor se calcula como:

Pac AT =
M−1∑
i=1

Pac(1− Pac)
(i−1)(1− Sint AT0(i)) (3.41)

donde cada sumando corresponde a la probabilidad de acierto en el reuso
si desde el último acceso a la ĺınea considerada se han procesado i filas de
la matriz dispersa. Para derivarlo se emplea Pac, la probabilidad de que la
ĺınea estudiada haya sido accedida en una iteración anterior del bucle en I

del cuarto anidamiento:

Pac = 1− (1− pn)
máx{1,LsN/Nnz} (3.42)
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El vector de interferencia durante el procesamiento de i filas se obtiene
como:

Sint AT(i) = Si
ga(Nnz, Nnz/N, pn) ∪ Scruzada AT (i) (3.43)

en donde la obtención del vector de área de auto-interferencia de un acceso
por grupos ya se explicó al final del apartado 2.3.3, siendo ésta una aplicación
concreta, y el vector de área de interferencia cruzada viene dado por:

Scruzada AT(i) =Ss(βi) ∪ Ss(βir) ∪ Ss(ir)∪
Si

l (Nr, pr) ∪ Si
g(Nnzr,Nnzr/N, pn)

(3.44)

puesto que durante la trasposición de i filas de la matriz dispersa se leen β
componentes en secuencia por cada fila en los vectores A y C y uno por fila en
R. Por otra parte, el vector RT tiene un acceso con probabilidad uniforme de
referencia por ĺınea, como se explicó en el apartado anterior, y CT ya hemos
dicho que tiene un acceso por grupos análogo al de AT y que también se
ilustró en el apartado 3.6.2.

3.6.4. Vector C

Este vector es el único junto con RT que se referencia en varios bucles del
algoritmo. Debemos por tanto considerar la posibilidad de que porciones de
estos vectores estén presentes en la caché al inicio de la ejecución de un nuevo
bucle, aspecto que no hab́ıa aparecido en ninguno de los algoritmos anteri-
ores. En particular, el vector C participa en los bucles de dos anidamientos
del algoritmo (dos y cuatro en la figura 3.10). Calcularemos por separado
el número de fallos que generan las referencias a esta estructura en ambos
bucles. En general, representaremos como FVi

el número de fallos sobre la
estructura de datos V en el anidamiento i cuando ésta pueda aparecer en
varios anidamientos.

Bucle 2

En el bucle dos este vector presenta un acceso puramente secuencial en
el que es fácil ver que el número de fallos según nuestro modelo se puede
computar como:

FC2 =
Nnzr

Ls

(1 + (Ls/r − 1)Ss0(1)) (3.45)

al haber sólo un acceso a otra ĺınea entre dos accesos consecutivos a una ĺınea
de C.
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Bucle 4

En el cuarto anidamiento este vector vuelve a presentar un acceso se-
cuencial en el que podemos apreciar que entre dos accesos sucesivos a la
misma ĺınea se accede a cuatro ĺıneas de otros tantos vectores, exceptuando
el caso en el que se finaliza el procesamiento de una fila, en el que se accede
además a una ĺınea del vector R. El vector de interferencia correspondiente
puede calcularse usando una media, de la misma forma que se hizo en el
apartado 3.6.1:

Sint C4 =
1

β

(
(β − 1)

(
4∪ Ss(1)

)

0

+

(
5∪ Ss(1)

)

0

)
(3.46)

Dado que este vector ha sido accedido previamente, no puede asumirse
que el primer acceso a cada ĺınea vaya a resultar en un fallo, con lo que la
expresión del número de fallos sobre el vector R en este último anidamiento
será:

FC4 =
Nnzr

Ls

(
Sint ext C40

+ (Ls/r − 1)Sint C40

)
(3.47)

donde Sint ext C4 será el vector de área de interferencia medio para las ĺıneas
que componen el vector C generados por los accesos comprendidos entre la ref-
erencia a cada ĺınea en el bucle dos y el nuevo acceso en el cuarto anidamiento.
Para calcularlo indexamos dichas ĺıneas de 0 a dNnzr/Lse − 1 y calculamos
Sint ext C4(i), el vector de área de interferencia para la i-ésima ĺınea como:

Sint ext C4(i) =Sauto C4(i) ∪ Ss(Nr) ∪ SAT(i)∪
SCT(i) ∪ SR(i) ∪ SA(i)

(3.48)

en donde si l = Nnzr/Csk el vector de área de auto-interferencia se calcula
como:

Sauto C4(i)

{
Ss(dleCsk) si (l − blc)Nk > i mód Nk
Ss(blcCsk) en caso contrario

(3.49)

ya que si (l − blc)Nk > i mód Nk, la i-ésima ĺınea del vector C compite en
su conjunto con otras dle ĺıneas de dicho vector. En caso contrario, hay blc
ĺıneas que puedas provocarle auto-interferencias.

Por otro lado, el vector RT es accedido en su totalidad en el bucle 3,
con lo que podemos estimar directamente su vector de área de interferencia
cruzada como Ss(Nr), al constar de N elementos enteros. Para calcular el
vector de áre de interferencia cruzada para los restantes vectores, accedidos
sólo en el cuarto anidamiento, tendremos en cuenta que al llegar el momento
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de procesar la i-ésima ĺınea de C se habrán tratado ya los iLs/r elementos de
las ĺıneas precedentes, que corresponden aproximadamente a iLs/(βr) filas
de la matriz dispersa. Con este dato tendremos que:

SAT(i) = S(iLs)/(βr)
g (Nnz, Nnz/N, pn) (3.50)

SCT(i) = S(iLs)/(βr)
g (Nnzr,Nnzr/N, pn) (3.51)

SR(i) = Ss(i(Ls/β)) (3.52)

SA(i) = Ss(i(Ls/r)) (3.53)

3.6.5. Vector RT

Este vector es referenciado en los cuatro anidamientos del algoritmo. En
el primero tiene un acceso puramente secuencial en el que se generan Nr/Ls

fallos intŕınsecos, no habiendo vector de área de interferencia alguno.

Bucle 2

En el segundo bucle los accesos a RT siguen un patrón idéntico al vector
X en el producto matriz dispersa-vector (direccionamiento a través de los
valores del vector C leyendo éste secuencialmente). Las diferencias radican en
que sólo hay una posible fuente de interferencias cruzadas (el acceso al vector
C y que el vector RT está constituido por enteros en lugar de por valores en
punto flotante; además ahora hay una probabilidad de acierto en el primer
acceso a una ĺınea ya que se trata de un reuso. De esta forma, el número de
fallos en este segundo bucle se calculará como:

FRT2 = pM
Nr

Ls

(1− Pac RT2 − Pac ext RT2) +

(
Nnz − pM

Nr

Ls

)
Ss0(1) (3.54)

puesto que entre dos accesos a la misma ĺınea durante el procesado de las
entradas de una fila sólo hay un acceso a una ĺınea del vector C. La probabil-
idad de acierto en los accesos que no son los primeros a una ĺınea, Pac RT2 se
calcula de forma análoga a la expuesta en (3.10) y (3.11) teniendo en cuenta
que en lugar de p debe usarse pr, introducido en la sección 3.6.2, y que el
valor de Sint RT2(i) será:

Sint RT2(i) = Si
la(Nr, pr) ∪ Ss(iβr) (3.55)

al constar RT de N elementos enteros y accederse iβ elementos del vector C

durante el procesamiento correspondiente a i filas de la matriz dispersa.
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Para calcular Pac ext RT2 , la probabilidad de acierto en el primer acceso
a cada ĺınea durante este segundo bucle, numeraremos las Nl RT = dNr/Lse
ĺıneas de RT de 0 a Nl RT−1, de forma similar a como se hizo en el apartado an-
terior. Este valor será la media aritmética de las probabilidades Pac ext RT2(i)
correspondientes a cada ĺınea, que se calculan como:

Pac ext RT2(i) =
1

M

M∑
j=1

(1− pr)
(j−1)(1− Sint ext RT20

(i, j)) (3.56)

en donde cada término del sumatorio representa la probabilidad de que la
ĺınea no haya sido accedida antes del procesamiento de la fila j-ésima en el
segundo bucle multiplicada por la probabilidad de que haya sobrevivido en
la caché desde su acceso previo en el primer bucle. Este valor viene dado por
la expresión:

Sint ext RT2(i, j) =Ss(b(Nl RT − 1− i)/NkcCsk)∪
Sl(bi/NkcCsk, 1− (1− pr)

j) ∪ Ss((j − 1/2)βr)
(3.57)

en donde el primer componente representa el vector de interferencia generado
por las ĺıneas del vector RT que se accedieron en el primer bucle después
de la i-ésima y el segundo da el vector de área de auto-interferencia que
las i ĺıneas precedentes generan a lo largo del procesamiento de j filas de
la matriz dispersa. Por último, se añade el vector de área de interferencia
cruzada asociado a los accesos a los componentes del vector C durante el
procesamiento de las j − 1 filas precedentes y aproximadamente la mitad de
la actual.

Bucle 3

Al pasar a considerar el tercer bucle, se observa que se trata de un acceso
puramente secuencial en que sólo pueden darse fallos en los accesos que sean
los primeros a una ĺınea. La probabilidad media de acierto en el reuso de
dichas ĺıneas es exactamente Pac ext RT2 , calculada para el bucle precedente.
El motivo es la simetŕıa del comportamiento del segundo bucle con respecto al
primero y del tercero respecto al segundo: ahora la ĺınea i-ésima tiene accesos
secuenciales a i ĺıneas antes que ella en este tercer bucle y hay Nl RT − 1− i
ĺıneas que pueden haberle provocado auto-interferencias si no se ha accedido
durante el procesamiento de las j últimas filas. Y el comportamiento de las
interferencias cruzadas es idéntico. La simetŕıa del comportamiento de las
ĺınea del vector RT en el paso de un bucle al siguiente en estos dos casos
hace que los valores de Sint ext RT(i, j) sean simétricos respecto a i. Como
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consecuencia la media de estos valores es la misma. Por tanto el número de
fallos en este bucle se estima como:

FRT3 = Nr/Ls(1− Pac ext RT2) (3.58)

Bucle 4

Finalmente, el cuarto bucle tiene un comportamiento muy similar al se-
gundo, puesto que la estructura del patrón de referencias al vector RT es el
mismo, e incluso también se parte de un acceso previo secuencial al vector.
Aśı pues, el número de fallos puede estimarse usando la expresión (3.54),
si bien se requieren algunas modificaciones en el cálculo de sus parámetros.
Aśı, para obtener Sint RT4(i), del que se deriva Pac RT4 , habremos de tener
en cuenta que en este bucle tenemos como vector de área de interferencia
cruzada:

Scruzada RT4(i) =Ss(iβ) ∪ Ss(iβr) ∪ Ss(ir)∪
Si

g(Nnz, Nnz/N, pn) ∪ Si
g(Nnzr,Nnzr/N, pn)

(3.59)

en lugar de Ss(iβr) en (3.55). Su composición es, como cabŕıa esperar, la de
Scruzada AT(i) en (3.44) reemplazando el vector de área de interferencia cruza-
da asociado a RT, que correspond́ıa a un acceso con probabilidad uniforme
de referencia por ĺınea, por el asociado a AT, con su acceso por grupos de
elementos.

Por el mismo motivo, para obtener Sint ext RT4(i, j) a partir de la expre-
sión (3.57), se reemplaza el cálculo de la interferencia cruzada Ss((j−1/2)βr)
por Scruzada RT4(j − 1/2), siendo idéntico el resto del proceso de cálculo de
Pac ext RT4 .

Por último, la precisión puede aumentarse teniendo en cuenta la prob-
abilidad de que se de un fallo entre los dos accesos al mismo elemento de
RT que se dan en el bucle interno del anidamiento. Entre ambos se accede
a tres ĺıneas distintas, con lo que el vector de área de interferencia cruzada
es Ss(1) ∪ Ss(1) ∪ Ss(1); y el número de accesos es Nnz, uno por entrada.
Sin embargo, en nuestro modelado hemos supuesto un compilador con cierta
capacidad de optimización para los accesos que ejecuta la escritura del valor
en RT inmediatamente después de su lectura, evitando toda posibilidad de
interferencia cruzada.
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N Nnz pn Cs Ls K σ ∆

1 10 1.0% 2 4 1 0.70 0.01
1 10 1.0% 4 4 4 0.24 -0.31
1 10 1.0% 8 4 1 2.02 -1.91
1 10 1.0% 8 8 2 1.25 1.27
1 10 1.0% 16 8 4 0.58 2.03
1 10 1.0% 64 8 2 13.05 -3.96
1 100 10.0% 1 8 1 0.1 0.28
1 100 10.0% 16 4 2 0.4 -0.59
1 100 10.0% 32 8 2 1.7 -1.84

10 100 0.1% 8 8 2 0.08 0.14
10 100 0.1% 32 8 2 0.20 0.84
10 100 0.1% 64 16 1 1.44 0.85
10 100 0.1% 64 8 4 0.26 1.97
10 100 0.1% 128 16 2 1.89 1.69
10 100 0.1% 256 32 2 16.20 -1.46

Cuadro 3.6: Desviación del modelo para la trasposición de una matriz dis-
persa.

3.6.6. Validación y análisis

En el caso de este algoritmo, se ha obtenido un error medio en la predic-
ción de un 1.61%, y alcanzando la desviación t́ıpica media de los valores de
fallos medidos el 8.91 % de su media. La tabla 3.6 muestra estos valores para
algunas combinaciones concretas de los parámetros del algoritmo.

El comportamiento del algoritmo en los casos análogos a los estudiados
en las figuras 3.2 y 3.3 es idéntico. No obstante, el mayor tamaño del conjun-
to de trabajo de este algoritmo precisa de tamaños de caché mayores para
observar muchos efectos. Por ejemplo, la figura 3.11 muestra la trasposición
de la matriz tratada en la figura 3.3 en una caché de 256K palabras. Podemos
observar que aqúı el mı́nimo de fallos se ha dado para un tamaño de ĺınea
de unas 8 palabras. La razón es que teniendo una densidad 0.18, durante
el procesamiento de cada fila de la matriz dispersa se acceden aproximada-
mente 10000 · 0,18 = 1800 ĺıneas diferentes en los vectores AT y CT, que son
los que tienen el mayor conjunto de trabajo. Por otra parte, con esta den-
sidad, habrá por término medio una entrada por cada columna, es decir,
un nuevo acceso a una ĺınea previamente accedida de los vectores AT y CT,
cada 1/0,18 = 5,55 filas de la matriz dispersa. Esto nos da un conjunto de
1800 · 5,55 · 2 ≈ 20000 ĺıneas como conjunto de acceso en ambos vectores. Si
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Figura 3.11: Número de fallos durante la trasposición de una matriz 10K ×
10K con pn = 0,18 en una caché de 256K palabras en función de Ls para
varios grados de asociatividad.

dividimos 256K palabras entre 20000 ĺıneas obtenemos un tamaño por ĺınea
aproximado de 13 palabras. Dado que el conjunto de trabajo debe incluir
también las ĺıneas de los otros vectores, y el número de ĺıneas requerido para
mantenerlo debe ser mayor o igual a 20000, el valor óptimo de la ĺınea es la
potencia de dos inmediatamente inferior: ocho.

Respecto a las asociatividades, cuando tenemos un gran número de ĺıneas,
ayudan a reducir el efecto de las interferencias; pero cuando éste se reduce, el
elevado número de accesos que se dan a cada conjunto al no poder contener
la caché el conjunto de trabajo, hace que los niveles elevados de asociatividad
se comporten peor al hacer que las interferencias afecten a la totalidad de las
ĺıneas del conjunto.

La figura 3.12 muestra la distribución entre los vectores empleados en el
algoritmo de los fallos presentados en la gráfica 3.11 para K = 2. Con ella
se demuestra que para los tamaños de ĺınea superiores a 8 la gran mayoŕıa
de los fallos están asociados a los vectores AT y CT, que tienen el mismo
comportamiento. Con los tamaños inferiores se logra mantener el conjunto de
trabajo de dichos vectores, pero desperdiciamos la localidad espacial presente
en los accesos a los vectores C y A.
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Figura 3.12: Número de fallos desglosado por vectores durante la trasposición
de una matriz 10K × 10K con pn = 0,18 en una caché de dos v́ıas y 256K
palabras en función de Ls.

3.7. Producto matriz dispersa-matriz densa

con orden IKJ altamente optimizado

Como último algoritmo empleado para ilustrar la aplicación de nuestro
modelo hemos escogido una versión del producto matriz dispersa-matriz den-
sa con orden IKJ introducido en la sección 3.4 que ha sido optimizada para
su ejecución en una máquina con un moderno procesador superescalar. El
modelado del algoritmo ha sido introducido en [22] para cachés de mapeado
directo, y en [21] para cachés de una asociatividad arbitraria. El código para
este algoritmo, propuesto en [38], se muestra en la figura 3.13, en donde se
pueden apreciar las siguientes mejoras:

Presenta un blocking a nivel de caché, procesando un bloque de BK filas
por BJ columnas de la matriz densa B. Dado que el blocking sobre la
dimensión K afecta a la matriz dispersa, se emplea un vector auxiliar
R2 que indica la posición de la primera entrada en cada fila que es
susceptible de pertenecer al bloque que se está procesando.

En el orden IKJ el acceso a la matriz densa en el bucle más interno
es por filas. El algoritmo realiza una copia del bloque a una matriz
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1 DO J2=1, H, BJ

2 LIMJ=J2+MIN(BJ, H-J2+1)-1

3 DO I=1, M+1

4 R2(I)=R(I)

5 ENDDO

6 DO K2=1, N, BK

7 LIMK=K2+MIN(BK, N-K2+1)

8 DO J=1, LIMJ-J2+1

9 DO K=1, LIMK-K2

10 WB(J,K)=B(K2+K-1,J2+J-1)

11 ENDDO

12 ENDDO

13 DO I=1, M

14 K=R2(I)

15 LK=R(I+1)

16 d1=D(I,J2)

17 d2=D(I,J2+1)

...

18 dbj=D(I,J2+BJ-1)
↪→

19 DO WHILE (K<LK AND C(K)<LIMK)

20 a=A(K)

21 ind=C(K)

22 d1=d1+a*WB(1,ind-j2+1)

23 d2=d2+a*WB(2,ind-j2+1)

...

24 dbj=dbj+a*WB(BJ, ind-j2+1)

25 K=K+1

26 ENDDO

27 D(I,J2)=d1

28 D(I,J2+1)=d2

...

29 D(I,J2+BJ-1)=dbj

30 R2(I)=K

31 ENDDO

32 ENDDO

33 ENDDO

Figura 3.13: Producto matriz dispersa-matriz densa con orden IKJ y blocking
en los niveles de memoria y registros.

de almacenamiento temporal WB efectuando una trasposición (ĺıneas 8–
12). De esta forma estos accesos pasan a ser secuenciales, con lo que
se evitan las posibles auto-interferencias y se mejora la capacidad de
explotación de la localidad espacial.

Hay también un blocking bidimensional a nivel de registros. Esta trans-
formación del código comienza con la aplicación de strip mining al bucle
más interno de un algoritmo sin blocking, obteniéndose un nuevo bucle
interno de computación y un bucle de control, y después intercambian-
do este último con alguno de los bucles que lo comprenden. En este
caso, al estar ya afectado por el blocking el bucle más interno, no es
preciso pasar por esta fase. Posteriormente se desenrolla por completo
el bucle interno y se extraen del bucle que lo comprende las operaciones
de carga y almacenamiento en memoria que afectan a posiciones que
pueden ser reusadas. Esta técnica limita, pues, el tamaño de este bucle
interno en función del número de registros disponibles para almace-
nar los valores de estas posiciones. Sin embargo, da lugar a un número
menor de accesos a memoria por operación aritmética e incremente el
número de operaciones numéricas independientes en el cuerpo del bu-
cle. En nuestro caso, el bucle interno controlado por la variable J ha
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Figura 3.14: Representación gráfica de las matrices implicadas en el producto
matriz dispersa-matriz densa con orden IKJ optimizado y su relación.

sido el afectado por este cambio, extrayéndose del bucle en K las cargas
y almacenamiento de los valores de la matriz producto D. Esta modi-
ficación requiere el uso de BJ registros (d1, d2, . . . , dbj en la figura)
para almacenar dichos valores.

La figura 3.14 presenta la relación gráfica entre las matrices implicadas en
la ejecución del algoritmo, incluyendo sus tamaños y los ı́ndices de los bucles
que rigen cada dimensión.

En los siguientes apartados se modela el comportamiento de cada estruc-
tura de datos referenciada en el algoritmo. En este código surgen nuevos
parámetros a los que haremos referencia en las ecuaciones: los ya menciona-
dos BJ y BK, que nos dan el tamaño del bloque en las dimensiones J y K,
y el número correspondiente de bloques en cada dimensión, NBJ

= H/BJ y
NBK

= N/BK. A fin de simplificar el modelado asumiremos que BJ es divisor
de H y BK es divisor de N . En la práctica se ha comprobado que si el tamaño
del bloque de una dimensión no es divisor del tamaño de la misma, la esti-
mación es buena redondeando hacia arriba el número de bloques resultantes
(NBJ

= dH/BJe y NBK
= dN/BKe, respectivamente) si el número de bloques

en la dimensión no es muy pequeño.

3.7.1. Vector R

El patrón de accesos en R y R2 son muy similares, por lo que consider-
aremos primero los accesos a uno de ellos (R, por ejemplo) y supondremos
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que el número de fallos cometidos accediendo al otro es el mismo, lo cual ha
probado ser una buena aproximación. En el siguiente apartado describiremos
las diferencias para el modelado del vector R2.

Podemos descomponer los accesos a R en dos grandes grupos: los que se
realizan durante el copiado de R a R2 y los que se efectúan en el bucle I
(ver bucles en ĺıneas 3 y 13 del código en la figura 3.13, respectivamente).
Calcularemos en primer lugar los primeros.

Fallos en la copia de R a R2

La primera vez tendremos un fallo intŕınseco cada Ls/r accesos, pero las
NBJ

restantes habrá una probabilidad de acierto en el reuso diferente para
cada una de las NlR = Nr/Ls ĺıneas del vector R. Considerando el bucle en I

de la ĺınea 13, que es en donde se lee este vector entre dos copias sucesivas,
podemos calcular el vector de área de interferencia para la i-ésima ĺınea como:

Sint ext Rc(i) =Ss(C(Nr)Csk) ∪ Ss(Nr) ∪ Sr(BJ, iLs/r,M)∪
S

iLs/r
l (BJBK, pWB) ∪ Sl(βiLs/r, pA) ∪ Sl(βi/rLsr, pC)

(3.60)

donde el primer término representa el vector de área de auto-interferencia
del vector y los demás corresponden, en este orden, a los vectores de área de
interferencia cruzada asociados a:

R2, puesto que desde que se accede a la ĺınea i-ésima de R en el bucle
hasta que se la vuelve a acceder en el copiado, se accede a la totalidad
de R2.

D, ya que por cada ĺınea procesada de R se leen Ls/r filas de D cor-
respondientes a un bloque de BJ columnas, con una distancia entre
regiones M , el número de filas.

WB, que tiene una probabilidad uniforme de acceso por ĺınea en cada
iteración del bucle en I que estudiamos que puede ser estimada como:

pWB == 1− (1− pn)
Grupos(BJ,Ls) (3.61)

en donde la función Grupos(a, b) proporciona el número medio de gru-
pos diferentes de a elementos consecutivos en los que se puede dividir
un vector infinito abstracto que recaen en un grupo de b elementos
consecutivos de dicho vector. Su fórmula viene dada por:

Grupos(a, b) =

{
1 si a mód b = 0
b+a−mcd(b,a mód b)

a
en otro caso

(3.62)
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de forma que Grupos(BJ, Ls) da la media de columnas distintas de WB

por ĺınea de caché de esta matriz. Dado que se accede una columna
si y sólo hay una entrada en la columna correspondiente de la fila
del bloque de la matriz dispersa que se está procesando, la derivación
de (3.61) es directa. Por otra parte, por cada ĺınea procesada de R se
realizan Ls/r iteraciones del bucle, con lo que obtenemos la expresión

S
iLs/r
l (BJBK, pWB).

A, teniendo en cuenta que este vector consta de β componentes por fila
de la matriz dispersa. La probabilidad de acceso a una ĺınea dada de
la región de βLs/r elementos correspondiente al procesamiento de irLs

filas de la matriz dispersa puede estimarse como:

pA =
BKpn + (Ls − 1)(1− pcomp A)(1− (1− pn)

BK)

β
(3.63)

es decir, la proporción que sobre los β elementos de una fila representan
los BKpn elementos accedidos por término medio al procesar una sub-
matriz más los Ls − 1 elementos adicionales que se traen a la caché al
efectuar un acceso secuencial. Sin embargo, en este caso este último
valor se multiplica por la probabilidad de que las regiones de A acce-
didas durante el procesamiento de dos filas de un bloque consecutivas
no compartan una ĺınea, pues en ese caso los elementos adicionales son
trasladados una sola vez a la caché para ambos grupos, y no dos. La
probabilidad pcomp A de que la compartan se computa como:

pcomp A =
1

Ls

Ls−1∑
j=0

(
N −BK

j

)
pj

n(1− pn)
(N−BK−j)(Ls − 1− j) (3.64)

en donde en cada término del sumatorio se multiplica la probabilidad de
que en las N−BK posiciones de la matriz que separan la última posición
accesible de una fila por la primera de la siguiente, accediendo por filas,
haya exactamente j entradas por el número de posiciones posibles en
una ĺınea en las que este hecho daŕıa lugar a que el siguiente grupo de
elementos a procesar se iniciase en ella.

Debemos hacer notar que en caso de matrices muy dispersas, puede
haber filas en las que no se acceda a ningún elemento durante el proce-
samiento de un bloque. En estos casos, pcomp A suele tener un valor alto,
y el sumar Ls − 1 al número medio de elementos accedidos por fila del
bloque, que es muy reducido, es erróneo. De ah́ı que se multiplique este
valor también por 1 − (1 − pn)

BK , la probabilidad de que una fila del
bloque no esté vaćıa.
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Por último tenemos el vector C, con un comportamiento muy similar al
anterior. En este caso calcularemos pC como:

pC =
(BKpn + Menor(BK, N))r + (Ls − 1)(1− pcomp C)

βr
(3.65)

al estar compuesto por enteros y porque, como puede verse en la ĺınea 19
del algoritmo, el vector C es accedido por cada fila del bloque, indepen-
dientemente de que esté vaćıa o no. En el caso de que haya más de un
bloque (BK < N) se accede a un elemento adicional para detectar el
final de la fila del bloque considerado (véase la definición de Menor(a, b)
en (2.26)). La probabilidad de compartición de una ĺınea por los grupos
de elementos correspondientes al procesamiento de dos filas consecuti-
vas del bloque es:

pcomp C =
r

Ls

Ls
r
−1∑

j=0

(
N −BK

j

)
pj

n(1− pn)
(N−BK−j)(Ls/r − 1− j) (3.66)

radicando la diferencia con el valor correspondiente del vector anterior
en el posible distinto tamaño de sus componentes.

De esta forma, el número de fallos sobre R en la copia puede estimarse
como:

Fcopia R =Nl R + (NBJ
− 1)

Nl R∑
i=1

Sint ext Rc0(i)+

NBJ
(Nr −Nl R)Ss0(1)

(3.67)

en donde el último sumando corresponde a la posibilidad de que el acceso a
R2 entre dos accesos consecutivos y secuenciales a una ĺınea de R en el copiado
genere interferencias.

Fallos en el bucle principal en I

De forma similar, calcularemos el vector de interferencia para cada ĺınea
de R desde el proceso de copia previamente modelado:

Sint ext c RI(i) =Ss(C(Nr)Csk) ∪ Ss(Nr) ∪ Sr(NBJ
, BK, N)∪

Ss(BJBK) ∪ Sl(βiLs/r, pA)∪
Sl(βi/rLsr, pC) ∪ Sr(BJ, iLs/r,M)

(3.68)
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donde al vector de área de auto-interferencia se le añaden los de interferencia
cruzada de las estructuras de datos R2, B, WB, A, C y D. Sumamos el área total
de WB dado que se lo accede por completo en la ĺınea 10; y lo mismo cabe
decir de el bloque de B procesado. El modelado de los restantes vectores y
matrices ya ha sido explicado.

Para calcular el vector de interferencia para cada ĺınea desde el acceso
en la ĺınea 15 del programa en la iteración anterior del bucle en K2 (ĺınea 6)
usamos una expresión independiente del ı́ndice de la ĺınea, pues la distancia
desde el último acceso en este bucle es la misma para todas las ĺıneas:

Sint ext K2 RI =Ss(C(Nr)Csk) ∪ Ss(Nr) ∪ Sr(NBJ
, BK, N)∪

Ss(BJBK) ∪ Sl(Nnz, pA) ∪ Sl(Nnzr, pC) ∪ Ss(MBJ)
(3.69)

que tiene en cuenta que desde el acceso a la ĺınea considerada en el proce-
samiento del bloque anterior en K se ha recorrido la totalidad de los vectores
A y C aśı como las porciones de las M filas de la matriz producto correspon-
dientes a este bloque de la dimensión J.

Finalmente, entre dos accesos consecutivos a la ĺınea de R en el bucle que
nos ocupa, se genera un vector de área de interferencia cruzada independiente
de la ĺınea:

Sint I R =Ss(BKpn) ∪ Ss((BKpn + 1)r)∪
Sl(BJBK, pWB) ∪ Sr(BJ, 1,M)

(3.70)

donde los términos corresponden, respectivamente, al acceso a los BKpn el-
ementos de la fila del bloque en el vector A, otros tantos en C, más el que
se lee para detectar el final de la fila; el acceso con probabilidad uniforme a
la matriz WB y finalmente, una fila de la matriz producto. De esta forma, el
número de fallos sobre R en este acceso seŕıa:

FI R =NBJ

(
Nl R∑
i=1

Sint ext c RI0(i) + (NBK
− 1)Nl RSint ext K2 RI0

)
+

NBJ
NBK

(M −Nl R)Sint I R0

(3.71)

en donde el último sumando se refiere a los accesos a los elementos que no son
el primero de una ĺınea. En el primero usamos Sint ext c RI0(i) para el primer
acceso a cada ĺınea en el primer bloque en la dimensión K y Sint ext K2 RI0

para los restantes.
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3.7.2. Vector R2

La diferencia entre el patrón de acceso a R y R2 es que este último es acce-
dido tras la ejecución del bucle principal en I en la ĺınea 30 (ver figura 3.13).
Para modelar este hecho, calcularemos el número de fallos sobre R2 como:

FI R2 =NBJ

(
Nl R∑
i=1

Sint ext c RI0(i) + (NBK
− 1)Nl RSint ext K2 RI0

)
+

NBJ
NBK

MSint I R0

(3.72)

La ecuación se explica teniendo en cuenta que el primer acceso a cada
ĺınea tiene el mismo comportamiento en ambos vectores, mientras que R2

tiene un nuevo acceso para cada elemento tras el cuerpo principal del bucle,
cuyo vector de área de interferencia es Sint I R. Por otra parte, los accesos a
las últimas Ls/r− 1 palabras de cada ĺınea no tendrán probabilidad de fallo
en el acceso de la ĺınea 14 porque ésta ha sido accedida precisamente al final
de la iteración anterior para el dato precedente.

3.7.3. Vector A

Los accesos a A, vector que contiene los valores reales no nulos de la
matriz dispersa, son totalmente secuenciales dentro de la fila de cada bloque,
pasando al terminar una fila de un bloque a la siguiente correspondiente al
mismo bloque. Consideraremos cuatro distancias posibles en el reuso:

1. La que se da en dos iteraciones consecutivas del bucle en K de la ĺınea 19.
Es fácil comprobar que durante una iteración del bucle en K se genera
un vector de área de interferencia cruzada:

Sint K A = Ss(BJ) ∪ Ss(1) (3.73)

derivado de la lectura de BJ palabras consecutivas de WB y una ĺınea
de C.

2. La que se da en dos iteraciones consecutivas del bucle en I de la ĺınea 13
si pueden compartir ĺınea la última palabra léıda en la iteración anterior
y la primera de la actual. Habŕıa de añadirse los accesos externos al
bucle en K que se dan en una iteración del bucle en I, con lo que
tendŕıamos:

Sint I A = Sint K A ∪ Ss(1) ∪ Ss(1) ∪ Sr(BJ, 2,M) (3.74)



3.7. Producto matriz dispersa-matriz densa con orden IKJ altamente optimizado 75

por los accesos a un elemento de los vectores R y R2 y dos filas de la
matriz producto.

3. La que se da en dos iteraciones consecutivas del bucle en K2 de la
ĺınea 6, pues en cada fila de cada nuevo bloque de la dimensión K
el primer componente estará muy probablemente en la última ĺınea
accedida durante el procesamiento de la fila del bloque anterior. El
vector de interferencia vendrá dado por:

Sint K2 A =Sla(Nnz, pA) ∪ Ss(Mr) ∪ Ss(Mr)∪
Ss(BJBK) ∪ Sr(BJ, BK, N)∪
Ss(MBJ) ∪ Sl(Nnzr, pC)

(3.75)

en donde el vector de auto-interferencia para el acceso a A en una
iteración del bucle K2 tiene un comportamiento aproximado utilizando
un acceso con probabilidad uniforme de acceso por ĺınea pA, como en
la sección precedente. Las interferencias cruzadas vienen dadas, en este
orden, por los accesos a las estructuras de datos R, R2 y WB por completo,
un bloque de la matriz B, BJ columnas de la matriz producto y el acceso
a C modelado de forma similar al de A.

Cabe reseñar que en el caso de que BK = N , Sint K2 A no tendŕıa sentido
en śı mismo y debeŕıa adoptar en todo caso el mismo valor que Sint J2 A,
que explicamos a continuación.

4. La que se da en dos iteraciones consecutivas del bucle en J2 de la
ĺınea 1. La diferencia radica en que sabemos que tanto ÄA como C se
han accedido por completo, ya que se han completado las iteraciones
del bucle en K2; y habremos léıdo BJ columnas completas de la matriz
B, con lo cual:

Sint J2 A =Ss(C(Nnz)Csk) ∪ Ss(Mr) ∪ Ss(Mr)∪
Ss(BJBK) ∪ Ss(NBJ) ∪ Ss(MBJ) ∪ Ss(Nnzr)

(3.76)

Para calcular el número de fallos sobre este vector estimaremos el número
medio de fallos producidos en una iteración del bucle en I la ĺınea 13 FI A.
El número total de fallos vendrá dado, pues, por:

FA = NBJ
NBK

MFI A (3.77)

Para estimar dicho número de fallos emplearemos Nl I A, el número medio
de ĺıneas del vector afectadas por los accesos durante una iteración del bucle
mencionado:

Nl I A =
BKpn + (Ls − 1)(1− (1− pn)

BK)

Ls

(3.78)
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donde el numerador es el número medio de palabras del vector A tráıdas a
la caché en una iteración de este bucle, como se comentó al explicar (3.63).
En este caso no se multiplica el término de las Ls − 1 palabras adicionales
por (1− pcomp A) porque no se trata de considerar la superficie total afectada
por el acceso considerando los precedentes sino el número de ĺıneas a las que
afecta el acceso por cada fila del bloque. La probabilidad de acierto para el
acceso a la primera palabra de cada grupo se estima mediante:

Pac A =pcomp A(1− Sint I A0) + (1− pcomp A)(
(Ls − 1)NBJ

LsNBJ

(1− Sint K2 A0) +
NBJ

− 1

LsNBJ

(1− Sint J2 A0)

)
(3.79)

donde pcomp A, desarrollado en (3.64), es la probabilidad de que la última
palabra de la fila precedente del bloque resida en la misma ĺınea que la
primera palabra de la fila actual, con lo que la probabilidad de fallo en ese caso
es Sint I A0 . En caso contrario, la ĺınea habrá sido accedida por última vez en
la iteración precedente del bucle en K2, siempre que el bloque correspondiente
no tuviese la última palabra de la fila en la última posición de una ĺınea de
caché. En este último caso, el primer acceso resultará en un fallo intŕınseco y
los NBJ

− 1 restantes tendrán como vector de interferencia cruzada Sint J2 A.

El primer elemento de las últimas Nl I A −mı́n{Nl I A, 1} ĺıneas no puede
haber sido accedido en la iteración precedente del bucle de la ĺınea 13, ni tam-
poco en la del bucle en K2, con lo que su probabilidad de fallo será Sint J2 A0

para NBJ
− 1 de los bloques en la dimensión J (para el primero tendremos

un fallo intŕınseco). Finalmente, los elementos que no son el primero de una
ĺınea o el primer de todos en el grupo de elementos del vector A accedidos
en una iteración del bucle en I de la ĺınea 13, habrán de tener por vector de
interferencia Sint K A. Por tanto FI A se estimará como:

FI A =(Nl I A −mı́n{Nl I A, 1})
(

1

NBJ

+
NBJ

− 1

NBJ

Sint J2 A0

)
+

mı́n{Nl I A, 1}(1− Pac A) + (BKpn −Nl I A)Sint K A0

(3.80)

3.7.4. Vector C

Observando el algoritmo puede comprobarse fácilmente que el acceso a C

sigue un patrón muy similar al de A. Se distinguen en que C es un vector de
enteros, por lo que debe utilizarse el factor de corrección r para calcular la
superficie que ocupa cada bloque aśı como la distancia entre los bloques de
dos filas consecutivas; y en que C tiene al menos un acceso obligatorio por
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fila, puesto que es el que se chequea para saber antes de acceder a A, si el
elemento correspondiente pertenece o no al bloque de columnas actual. Por
este motivo, C tendrá BKpn + 1 accesos en lugar de BKpn por término medio
durante el acceso a cada fila de cada bloque, siempre que haya más de un
bloque en la dimensión K, pues en otro caso es imposible acceder a más de
BKpn elementos. De esta forma podemos estimar Nl I C, el número de ĺıneas
afectadas por el acceso al vector C durante una iteración del bucle en I de la
ĺınea 13 como:

Nl I C =
(BKpn + Menor(BK, N))r + Ls − 1

Ls

(3.81)

Usaremos también aqúı los cuatro vectores de área de interferencia corre-
spondientes a una iteración de los bucles de las ĺıneas 19, 13, 6 y 1, definidos
respectivamente sobre las variables K, I, K2 y J2, al igual que se hizo en el
apartado anterior. El cálculo es además idéntico al caso precedente, teniendo
en cuenta que la auto-interferencia en Sint K2 C vendrá dada por Sla(Nnzr, pC)
y el vector de área de interferencia cruzada generada por el acceso a A en una
iteración del bucle en K2 será Sl(Nnz, pA). De forma similar, en el cálculo de
Sint J2 C el vector de área de auto-interferencia es Ss(C(Nnzr)Csk), y el vector
de área de interferencia cruzada asociada al vector A, Ss(Nnz).

Por otra parte, al calcular la probabilidad de acierto en el primer acceso
al grupo de entradas correspondientes a una fila del bloque debemos tener en
cuenta que en la lectura de la misma fila para el bloque previo en la dimensión
K, que es la que afecta a este vector, se ha léıdo la primera palabra asociada
al bloque actual. Por tanto dicha probabilidad de acierto tiene la expresión:

Pac C = pcomp C(1− Sint I C0) + (1− pcomp C)(1− Sint K2 C0) (3.82)

Por otra parte, la seguridad de que hay al menos un acceso por fila de
cada bloque simplifica también la expresión del número de fallos durante una
iteración del bucle en I con respecto a la correspondiente para el vector A:

FI C =(Nl I C − 1)

(
1

NBJ

+
NBJ

− 1

NBJ

Sint J2 C0

)
+

(1− Pac C) + (BKpn + Menor(BK, N)−Nl I C)Sint K C0

(3.83)

3.7.5. Vector D

Este vector se accede por bloques de BJ elementos consecutivos dentro
de una fila en cada iteración del bucle I de la ĺınea 13. Estos accesos tienen
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la forma de una lectura consecutiva justo antes de entrar en el bucle más
interno en K y una escritura al salir. Calcularemos el número medio de fallos
FL D durante la lectura y de fallos en la escritura FE D para cada bloque de
BJ columnas, de forma que el número total de fallos sobre esta matriz se
obtendrá como:

FD = NBJ
(FL D + FE D) (3.84)

Un grupo de BJ columnas de la matriz producto constará de MBJ ele-
mentos consecutivos y por tanto, de Nl D = MBJ/Ls ĺıneas. Cada grupo es
léıdo NBK

veces, de las cuales en la primera tendremos un fallo intŕınseco
por ĺınea, y en las restantes se habrá de considerar el vector de interferencia
generado durante una iteración completa del bucle en K2:

Sint K2 D =Ss(C(MBJ)Csk) ∪ Ss(BJBK) ∪ Sr(BJ, BK, N)∪
Ss(Mr) ∪ Ss(Mr) ∪ Sl(Nnz, pA) ∪ Sl(Nnzr, pC)

(3.85)

en donde comenzamos con el vector de área de auto-interferencia y añadimos
los de interferencia cruzada asociados a WB, un bloque de la matriz B, R, R2 y
las porciones de los vectores A y C afectadas por los accesos durante el proce-
samiento de un bloque de la dimensión K. Todos ellos han sido explicados ya
en apartados anteriores.

En referencia a los elementos que no son el primero de su ĺınea en ser
accedidos durante una iteración del bucle en K2, tendrán como vector de
interferencia asociado:

Sint I D = S ′ar(BJ, 1,M) ∪ Ss(1) ∪ Ss(2) (3.86)

puesto que a un elemento de una ĺınea perteneciente a una columna dada le
afectan las auto-interferencias derivadas de la escritura de las ĺıneas de las
columnas con ı́ndice mayor que la suya para la fila precedente y la lectura de
las asociadas a las columnas con ı́ndice inferior para la fila actual, situación
descrita en la sección 2.3.5. Por otra parte, tenemos el acceso a un elemento
de R y dos de R2.

El número de fallos en las lecturas se estimará, pues, como:

FL D = Nl D + (NBK
− 1)Nl DSint K2 D0 + NBK

(MBJ −Nl D)Sint I D0 (3.87)

En cuanto a las escrituras, entre la lectura de una fila del bloque y su
escritura sólo encontramos el bucle en K, aśı pues todas las palabras impli-
cadas tienen el mismo vector de área de interferencia, que viene dado por el
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vector de área de auto-interferencia del acceso a la fila mencionada más los
de interferencia cruzada asociados a los datos accedidos en dicho bucle:

Sint K D =Sar(BJ, 1,M) ∪ Sl(BJBK, pWB)∪
Ss(BKpn) ∪ Ss((BKpn + Menor(BK, N))r)

(3.88)

en donde el valor de la probabilidad aproximada de acceso por ĺınea de WB se
ha calculado en (3.61), y se acceden aproximadamente a BKpn elementos de
A y otros tantos de C, más uno si hay varios bloques. Por tanto FE D viene
dado por:

FE D = MBJNBK
Sint K D0 (3.89)

3.7.6. Vector B

Cada elemento del vector B es accedido una y sólo una vez, realizándose
este acceso en el momento de copiar dicho elemento al área de trabajo definida
por el vector WB. Este proceso de copiado se realiza a nivel de bloques, una vez
por cada bloque, con lo que tiene lugar en total NBJ

NBK
veces. La copia del

bloque se realiza accediendo B por columnas de BK elementos cada una. Por
tanto, si calculamos el número de fallos durante la copia de dichos elementos
consecutivos y la multiplicamos por NBJ

NBK
BJ = NBK

H (puesto que cada
bloque tiene BJ columnas) obtendremos el número total de fallos en B. Dicho
valor corresponderá a un fallo intŕınseco por ĺınea y un vector de interferencia
cruzada generado por el acceso a un elemento de WB (Ss(1)), con lo cual
tenemos que el número de fallos sobre la matriz B viene dado por:

FB = NBK
H

(
BK + Ls − 1

Ls

+

(
BK − BK + Ls − 1

Ls

)
Ss0(1)

)
(3.90)

3.7.7. Vector WB

El vector WB contiene una copia del bloque actual de la matriz B traspuesto,
por lo que consta de BJ filas y BK columnas. El proceso de copia se realiza
una vez por bloque, empleándose el vector WB en el bucle más interno, donde
se accede por columnas. Calcularemos por una parte los fallos producidos en
en los accesos a WB en el bucle más interno, y por otro, los que se ocasionan
durante la copia de B a WB en la ĺınea 10.
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Fallos en el bucle interno

La probabilidad de acierto en un acceso a una ĺınea dada de la matriz
WB durante el procesamiento de la j-ésima fila de la matriz dispersa para un
bloque dado es:

Pac I WB(j) =

j−1∑
i=1

pWB(1− pWB)i−1(1− Sint I WB0(i))

+ (1− pWB)j−1(1− Sint I WB0(j))(1− Sint init WB0)

(3.91)

en donde se recordará que pWB, desarrollada en (3.61), es la probabilidad de
acceder a una ĺınea de la matriz WB durante el procesamiento de una fila de un
bloque de la matriz dispersa. De esta forma, pWB(1− pWB)i−1 en (3.91) es la
probabilidad de que el último acceso a la ĺınea que estamos considerando se
haya producido durante el procesamiento de la fila j−i de la matriz dispersa.
Por otro lado, Sint I WB(i) es el vector de área correspondiente a los accesos
a todos los vectores involucrados en el procesamiento de i filas del bloque de
la matriz dispersa durante las correspondientes i iteraciones del bucle en I

de la ĺınea 13. El valor de este vector viene dado por:

Sint I WB(i) =Si
la(BJBK, pWB) ∪ Ss(ir) ∪ Ss(ir)∪

Sl(βi, pA) ∪ Sl(βir, pC) ∪ Sr(BJ, i, M)
(3.92)

en donde al vector de área de auto-interferencia para los BJBK elementos de
la matriz WB, con probabilidad uniforme de acceso por ĺınea 1 − (1 − pWB)i

añadimos, en este orden, los vectores de área de interferencia cruzada de R,
R2, A, C y la matriz producto D.

Aśı, el sumatorio de (3.91) tiene la misma forma, por ejemplo, que el de
la expresión (3.10), correspondiente al modelado del vector X en el producto
matriz dispersa-vector, al tratarse del mismo tipo de patrón de acceso. Sin
embargo, en este caso existe una probabilidad de acierto en el primer acce-
so debida al acceso previo a WB en la copia del bloque de la matriz B. De
ah́ı la existencia del sumando que constituye la segunda ĺınea de la fórmula:
multiplicamos la probabilidad de que la ĺınea no haya sido accedida en las
iteraciones previas del bucle en I (probabilidad (1−pWB)j−1) por la probabil-
idad de que no haya sido expulsada por las interferencias a lo largo de dichas
iteraciones (1− Sint I WB0(j)) y la probabilidad de que la ĺınea se encontrase
en la caché al iniciarse la ejecución del bucle (1 − Sint init WB0). El vector de
área de interferencia medio para una ĺınea de WB desde su último acceso en
la ĺınea 10 hasta que se inicia el bucle en I que estamos considerando ha sido
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estimado como:

Sint init WB = Ss(C(BJBK)Csk/2) ∪ SB (3.93)

donde el primer término es el vector de auto-interferencia medio del vector
consigo mismo y el segundo da el vector medio de interferencia cruzada de
los accesos a la matriz B. Estudiando el bucle que comprende las ĺıneas 8–12,
vemos que si BJ ≤ Ls, en cada iteración del bucle en J de la ĺınea 8 se accede
a todas las ĺıneas de WB. Por tanto, la interferencia media generada por los
accesos a B para una ĺınea cualquiera de WB seŕıa Ss(BK/2). En caso contrario,
podemos aproximar la interferencia media de B como Sr(BJ/2, BK, N), es
decir, el acceso a BJ/2 columnas del bloque de B.

El número de fallos sobre la matriz WB en este bucle vendrá dado por el
producto de tres términos: la probabilidad media de fallo, el número medio
de ĺıneas accedidas cuando se lee una columna de esta matriz y el número de
veces que esta lectura tiene lugar, es decir, una por entrada y por bloque en
la dimensión J:

FI WB =

(
1−

∑m
j=1 Pac I WB(j)

M

)
Grupos(Ls, BJ)NnzNBJ

(3.94)

Fallos en la copia

Calcularemos el número de fallos en la copia multiplicando la estimación
del número de fallos por proceso de copia por el número de bloques NBJ

NBK
.

La media de fallos durante una copia se estima como:

Fcop WB =

BJ∑
j=1

BJBK
Ls∑
i=1

A · Ss0(1) +

(
Ls

BJ

− A

)
(1− Pac cop WB(i, j)) (3.95)

en donde A = máx{0, Ls

BJ
−1} es el número medio de accesos tras el primero a

una ĺınea dada de la matriz WB durante una iteración del bucle de la ĺınea 8.
Como muestra la ecuación, la probabilidad de fallo para estos accesos es
la asociada a la lectura de un elemento de la matriz B. La probabilidad de
acierto para el primer acceso a la i-ésima ĺınea durante la iteración j del
bucle, Pac cop WB(i, j), se calcula como:

Pac cop WB(i, j) =Pacc(j − 1)(1− (S ′ra(BK, 1, BJ) ∪ Ss(BK))0)+

(1− Pacc(j − 1))
NBJ

NBK
− 1

NBJ
NBK

(1− (SI WB ∪ Sexp WB(i, j))0)

(3.96)



82 Caṕıtulo 3. Modelado de cachés asociativas por conjuntos para computaciones irregulares

donde Pacc(j) es la probabilidad de que la ĺınea haya sido accedida en las j
iteraciones anteriores. Su valor viene dado por:

Pacc(j) =

{
mı́n{1, (Ls + j − 1)/BJ} si j > 0
0 si j = 0

(3.97)

El primer acceso a una ĺınea resulta en un fallo a no ser que se encuentre en
la caché cuando comienza la copia y que no haya sido reemplazada durante
la copia de los elementos accedidos previamente. Si SI WB es el vector de área
de interferencia medio generado desde el último acceso a la ĺınea consider-
ada hasta que finaliza el bucle en I estudiado anteriormente y Sexp WB(i, j)
es el vector de área de interferencia para la linea i-ésima de WB durante j
iteraciones del bucle de la ĺınea 8, su unión será el vector de área de inter-
ferencia total para este caso. Esto será cierto para todos los bloques excepto
el primero, donde tendremos fallos intŕınsecos, de ah́ı la multiplicación por
(NBJ

NBK
− 1)/(NBJ

NBK
). Por otro lado, si la ĺınea ha sido accedida en la

iteración previa, únicamente los accesos a BK elementos de la matriz B local-
izados en dos columnas consecutivas (cuya área aproximamos mediante un
acceso completamente secuencial) y los accesos requeridos para finalizar el
procesamiento de la fila anterior de la matriz WB y comenzar la de la actual
pueden haber reemplazado la ĺınea. En cuanto a Sexp WB(i, j) es estimado
como la unión de los siguientes elementos:

Ss(i · Ls/BJ), correspondiente a iLs/BJ elementos consecutivos de la
columna de la matriz B que se está copiando.

Sr(j − 1, BK, N), asociado a j − 1 columnas del bloque de la matriz B

con BK elementos cada una.

Sl(b(iLs−1)/CskcCsk, Pacc(j)), que es el vector de área de auto-interferencia
para las ĺıneas de la matriz WB con ı́ndice inferior a i.

Sl(b(BJBK− iLs)/CskcCsk, Pacc(j−1)), que representa el vector de área
de auto-interferencia con las ĺıneas de la matriz con ı́ndice mayor que
i.

Por último, el valor de SI WB puede calcularse como una media de los
vectores de interferencia que participan en (3.91) para j = M + 1:

SI WB =
M∑
i=1

pWB(1− pWB)i−1Sint I WB(i))+

(1− pWB)M(Sint I WB(M)) ∪ Sint init WB)

(3.98)
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N Nnz pn H BJ BK Cs Ls K σ ∆
1.5 125 5.5% 1.5 25 500 8 4 1 0.55 2.76
1.5 125 5.5% 1.5 25 500 8 4 4 0.26 4.13
1.5 125 5.5% 1.5 25 500 16 4 2 0.46 0.15
1.5 125 5.5% 1.5 25 500 16 4 4 1.09 -2.09

5 500 2.0% 0.1 10 500 4 8 2 0.45 2.36
5 500 2.0% 0.1 10 1000 4 8 2 0.25 3.13
5 500 2.0% 0.1 24 2100 16 8 1 0.46 8.97
5 500 2.0% 0.1 26 2100 16 8 1 0.27 10.38
5 500 2.0% 0.1 24 2100 16 8 2 0.08 8.40
5 500 2.0% 0.1 28 2100 16 8 2 0.10 10.13

10 100 0.1% 10 20 1000 16 4 1 0.16 2.39
10 100 0.1% 10 20 1000 16 16 2 0.12 -1.62
10 100 0.1% 10 10 1000 16 16 4 0.08 -1.26
10 100 0.1% 10 10 1000 16 4 4 0.08 1.20
10 100 0.1% 10 20 1000 32 8 2 0.41 1.48

Cuadro 3.7: Desviación del modelo para el producto matriz dispersa-matriz
densa optimizado.

3.7.8. Validación y análisis

Este algoritmo fue validado mediante simulaciones sobre unas tres mil
combinaciones de sus parámetros de entrada en las que se obtuvo una media
para el valor absoluto del error cometido por el modelo del 2.36 %, y siendo
la desviación t́ıpica media de las ejecuciones efectuadas para cada combi-
nación de los parámetros probada del 0.70 % del número de fallos medidos.
La tabla 3.7 muestra los datos de validación de algunas combinaciones. Puede
observarse que las mayores desviaciones se dan para los bloques cuyas dimen-
siones no son divisores de las dimensiones de la matriz densa y que dan lugar
a pocos bloques en esa dimensión, como cabŕıa esperar. El uso de un tamaño
de bloque 2100 en una dimensión con 5000 elementos genera dos bloques de
2100 componentes y uno de 800 en lugar de los 3 bloques de 2100 elementos
que nuestro programa modela para simplificar el problema. El error es, pues,
positivo (nuestro modelo estima más fallos de los que hay realmente) y ele-
vado en relación con los observados para los valores de BK divisores de N .
El que BJ no sea divisor de H no afecta tanto debido al pequeño valor que
tiene y al elevado número de bloques a que da lugar.

Dado que este algoritmo incluye el uso de bloques, hemos empleado en
esta ocasión nuestro modelo para derivar el tamaño óptimo del bloque para
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la ejecución de este código en varias plataformas. Los parámetros extráıdos
de cada sistema han sido su número de niveles NNiveles junto con el tamaño de
cada nivel, Csi

, su tamaño de ĺınea, Lsi
, su asociatividad, Ki, y, finalmente,

su penalización por fallo Tfalloi. Los datos de la configuración de la jerarqúıa
de memoria se han obtenido de la documentación en ĺınea disponible para
los sistemas probados, mientras que el peso relativo de la penalización en
cada nivel ha sido extráıdo experimentalmente a partir del tiempo de ejecu-
ción de programas que generaban un número predeterminado de fallos en los
diferentes niveles de la caché. La poĺıtica seguida para compara los diferentes
bloques ha consistido en calcular el coste de cada bloque como:

Coste(BJ,BK) =

NNiveles∑
i=1

Tfalloi · F (BJ,BK, Csi
, Lsi

, Ki) (3.99)

en donde F (BJ,BK,Cs, Ls, K) proporciona el número total de fallos predi-
chos por el modelo para este bloque y esta configuración de caché. Los
parámetros que describen las matrices han sido eliminados para simplificar
la expresión.

Las plataformas utilizadas para realizar el estudio fueron las siguientes:
una estación DEC 433au Personal Workstation, basada en un procesador
Alpha 21164 [6] a 433 MHz, un servidor SGI Origin 200 con procesadores
R10000 [35] a 180 MHz y una estación SUN Ultra 1 con un procesador
UltraSPARC-I [25] a 167 MHz. Creemos que representan un rango amplio de
arquitecturas actuales adecuado para la validación de nuestros experimentos.
La tabla 3.8 muestra los resultados obtenidos para varias matrices. El con-
junto de prueba para BJ (tamaño del bloque en la dimensión J), fue 8, 10,
12, 16 y 20, mientras que los valores probados para BK (tamaño del bloque
en la dimensión K) fueron 50, 100, 200, 250, 500, 1000, 1250, 2500 y 5000
(estos últimos sólo cuando eran aplicables). La tabla muestra la diferencia
entre los tiempos de ejecución obtenidos usando el bloque propuesto por el
modelo, es decir, el que minimiza Coste(BJ,BK), y el bloque óptimo, es
decir, el que lleva al menor tiempo de ejecución. Esta diferencia se expresa
como un porcentaje del tiempo obtenido para el bloque óptimo.

El modelo ha sido diseñado inicialmente para cachés de postescritura,
considerando el mismo coste y comportamiento para un fallo de lectura y
uno de escritura. Se ha desarrollado una variante para adaptarlo a cachés
de escritura directa sin asignación, dado que el primer nivel de caché de los
procesadores 21164 y UltraSPARC I sigue esta poĺıtica. Ha consistido en
considerar cualquier escritura en estas cachés como un fallo, pero dándole un
peso proporcional al tiempo requerido para resolverlo. Además los accesos de
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Matriz Sistema
M N pn 433au Origin 200 Ultra 1

1 1 0.05 0.00% 11.46% 0.00%
1 1 0.10 0.00% 10.64% 0.00%

2.5 2.5 0.08 2.10% 3.28% 0.19%
2.5 2.5 0.16 0.00% 2.75% 0.00%

5 2.5 0.01 6.83% 0.00% 1.96%
5 5 0.04 0.00% 0.00% 9.98%

Cuadro 3.8: Desviación del tiempo de ejecución usando el bloque propuesto
por el modelo como porcentaje del tiempo óptimo de ejecución. M y N en
miles, H = 1000.

escritura a estas cachés no generan vectores de área de interferencia, dado
que los datos afectados no son tráıdos a la caché.

Puede verse que las peores estimaciones tienen lugar en el caso del servidor
Origin 200 usando una pequeña matriz de orden mil. Aunque la diferencia
porcentual es notable, el tiempo de ejecución del bloque propuesto por el
modelo es menos de 0.1 segundos mayor que el óptimo para pn = 0,05 y 0.18
segundos para pn = 0,1. No obstante, hemos utilizado la herramienta perfex

del sistema operativo a fin de acceder a los contadores internos disponibles
en el R10000, los cuales pueden proporcionar informaciones tales como el
número de fallos de datos en cada uno de los dos niveles de caché de que
dispone su jerarqúıa de memoria.

El número de fallos medido no está próximo al predicho por el modelo, lo
cual no es sorprendente, dado que hay varios efectos que éste no considera: la
compartición del segundo nivel de la caché con el código; los patrones de ac-
ceso no son exactamente los esperados debido al uso de variables intermedias
y a las optimizaciones del compilador, aśı como la medida de fallos de datos
que el modelo no tiene en cuenta, tales como los que se producen cuando se
lee la matriz dispersa del disco. Además la CPU está siendo compartida con
otros procesos, los cuales generan fallos en los cambios de contexto.

De todas formas esperamos que los patrones más importantes sean los que
refleja el modelo, siendo nuestro propósito proporcionar no una estimación
cuantitativa exacta del número real de fallos, sino una idea correcta de la
evolución del comportamiento de la caché con respecto a las variaciones de
los parámetros de entrada del modelo, usando el número de fallos predicho
como indicador de este comportamiento. Las mediciones obtenidas utilizando
los contadores del procesador muestran que este objetivo se ha conseguido,
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Figura 3.15: Número de fallos medidos y predichos en la caché de datos
del primer nivel del procesador R10000 durante el producto de una matriz
dispersa 5000x5000 con pn = 0,004 y pn = 0,04 usando H = 1000 para
diferentes bloques.

dado que casi siempre hay una proporcionalidad entre el número real de fallos
medidos en cada nivel de la caché y el número de fallos que el modelo predice
para él. Este hecho se refleja en la figura 3.15.

El bloque propuesto por el modelo es realmente más efectivo que el bloque
óptimo desde el punto de vista de la jerarqúıa de memoria. Lo que ocurre
es que el tiempo total de ejecución depende de más factores: el bloque prop-
uesto por el modelo se adecua mejor a las cachés, dado que es menor que
el bloque óptimo, pero su uso genera una carga mayor de operaciones al re-
querir más iteraciones en los bucles que controlan los bloques. Por otra parte,
estamos hablando de procesadores superescalares capaces de iniciar múltiples
instrucciones simultáneamente y de ocultar las latencias de memoria medi-
ante varias estrategias, siendo precisamente ésta una de las caracteŕısticas
más destacables del R10000 [51]. Esto hace que el número de fallos sólo sea
una aproximación cualitativa del rendimiento del programa.

Se pueden dar razones similares para las desviaciones observadas en la
tabla 3.8 para la mayor matriz en el sistema Ultra 1. Además en este caso
tenemos el inconveniente de que en la caché de datos del primer nivel cada
ĺınea está dividida en dos sub-bloques y nuestro modelo no soporta asignación
por sub-bloques. Si bien se podŕıa extender el modelo para soportar esta
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técnica, creemos que no ha alcanzado una amplia aplicación en las cachés
actuales por el momento.

El máximo valor para BJ empleado en estos experimentos ha sido 20
porque, como hemos explicado, debe haber BJ registros en punto flotante
libres para implementar el blocking a nivel de registros y el compilador de
FORTRAN para la 433au Personal Workstation utiliza hasta 19 registros
para este propósito. Los tamaños de bloque óptimos han usado casi siempre
el valor máximo de BJ en las tres máquinas probadas. Esto tiene sentido, da-
do que lleva al menor número de bloques en la dimensión J. Además se reduce
el número de accesos y se favorece la explotación de la localidad espacial. El
acceso a la matriz WB en el bucle más interno tiene lugar secuencialmente
en esta dimensión, cuyos componentes se almacenan en posiciones de memo-
ria consecutivas. Sin embargo, ha habido fuertes variaciones en los valores
óptimos de BK para las diferentes arquitecturas y matrices, lo cual nos ha
llevado a hacer un estudio de influencia de los diferentes parámetros en el
comportamiento de la caché.

En las figuras 3.16 a 3.18 hemos comprobado el comportamiento de la
caché durante el producto de una matriz dispersa 5000x5000 como función
de BK manteniendo BJ constante e igual a 20. Cada una de las tres figuras
considera diferentes niveles de asociatividad, tamaños de ĺınea y de caché,
respectivamente. Se han elegido valores t́ıpicos de cachés de segundo nivel
para los parámetros de caché. En lo que sigue, el comportamiento de la
caché se explica basándose sólo en la matriz WB, ya que generalmente es la
que provoca la mayoŕıa de los fallos.

La figura 3.16 muestra que los valores pequeños de pn favorecen el uso
de bloques grandes independientemente del tamaño de los conjuntos de la
caché porque todos los tamaños de bloque considerados caben en la caché y
hay pocas interferencias cruzadas debido al reducido número de entradas.
Sin embargo, a medida que pn crece, el tamaño del bloque óptimo se reduce
debido al aumento del número de interferencias cruzadas. Además, tal como
se esperaba, a menor valor de K, menor es el tamaño del bloque óptimo,
dado que el efecto de las interferencias es mayor.

La influencia del tamaño de ĺınea sobre el número de fallos se muestra en
la figura 3.17. Las referencias dentro del bucle interno son básicamente 20 ac-
cesos de lectura a posiciones de memoria consecutivas, aśı pues, para tamaños
de ĺınea t́ıpicos para cachés de segundo nivel, a mayor ĺınea, menor número
de fallos. Sólo ante tamaños extremadamente grandes (≥ 256) comienza a
darse un aumento del número de fallos debido a su impacto negativo sobre
la probabilidad de interferencia. Por otra parte, el tamaño óptimo del bloque
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Figura 3.16: Número de fallos durante el producto de una matriz dispersa
5000x5000 para diferentes niveles de asociatividad en una caché de 128K
palabras con un tamaño de ĺınea de 16 palabras; pn = 0,004 y pn = 0,04
usando H = 1000.
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Figura 3.17: Número de fallos durante el producto de una matriz dispersa
5000x5000 para diferentes tamaños de ĺınea en una caché de correspondencia
directa de 128K palabras; pn = 0,004 y pn = 0,04 usando H = 1000.
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Figura 3.18: Número de fallos durante el producto de una matriz dispersa
5000x5000 para diferentes tamaños de caché en una caché de dos v́ıas con
una ĺınea de 16 palabras; pn = 0,004 y pn = 0,04 usando H = 1000.

experimenta pocos cambios con respecto a Ls. Aunque no se muestra en el
gráfico, el aumento de la asociatividad da lugar a un aumento del tamaño del
bloque óptimo con el tamaño de ĺınea, dado que equilibra el aumento de las
interferencias que tiene lugar con los tamaños de ĺınea mayores. Debe tenerse
en cuenta que el aumento del tamaño de la ĺınea puede llevar a un aumento
del tiempo de ejecución a pesar de la reducción del número de fallos debido
a la mayor penalización por fallo.

El comportamiento del tamaño del bloque óptimo en función del tamaño
de la caché es escalable para los dos valores de pn en la figura 3.18. Para
Cs ≥ 128K palabras cualquier bloque cabe en la caché, con lo que el mayor
bloque es el mejor para las cachés grandes. Sin embargo podemos apreciar el
efecto observado en la figura 3.16 consistente en la reducción del tamaño del
bloque óptimo a medida que pn crece debido al aumento de la probabilidad de
interferencia cruzada. El comportamiento de la única caché de segundo nivel
considerada en la figura 3.18 para la que algunos bloques no caben, esto es, la
de 64K palabras, limita el tamaño del bloque óptimo a ser el mayor inferior
a Cs en el caso de pn = 0,004 a fin de evitar auto-interferencias y explotar la
caché al máximo. A medida que pn aumenta este ĺımite se reduce debido al
efecto combinado de las auto-interferencias y las interferencias cruzadas. La
forma de la curva para la caché de 64K palabras y la matriz con pn = 0,04
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muestra claramente la importancia relativa de las interferencias cruzadas y
de las auto-interferencias: estas últimas son mucho más importantes.

3.8. Tiempos de simulación versus tiempos

de modelado

Como se ha dicho en el caṕıtulo introductorio, una de las ventajas del
modelado anaĺıtico sobre la simulación es el gran ahorro de costos computa-
cionales que supone. A fin de ilustrar esta diferencia en el caso concreto de
nuestro modelo, presentamos en la tablas 3.9 a 3.11 el tiempo requerido (en
segundos) para efectuar una simulación y el correspondiente cálculo para el
modelado para varios algoritmos. En el caso de la simulación hemos usado el
simulador de caché desarrollado por nosotros. El tiempo de ejecución es mu-
cho menor que el empleado por un simulador conocido como dineroIII [32],
al no requerir la generación y paso de la traza a un formato de texto e incluir
menos parámetros para la configuración de la caché. A fin de comprobar esta
diferencia también hemos incluido en la tabla 3.10 los tiempos de simulación
correspondientes a dineroIII. Dicho tiempo no incluye el de generación de la
traza. Todos los tiempos han sido obtenidos en un servidor SGI Origin 200
con procesadores MIPS R10000 a 180MHz.

En la tabla 3.10 puede apreciarse que para un algoritmo con un número
de accesos relativamente reducido pero con un modelo complejo en relación a
otros, el simulador simplificado puede dar resultados mejores que el modelo.
No obstante, hemos de recordar que el modelo proporciona un valor medio
para el número de fallos independiente de las posiciones relativas en que se en-
cuentran las estructuras de datos. La simulación, por el contrario, sólo puede
darnos un valor concreto, y como hemos visto en las tablas de validación,
el número de fallos puede variar mucho con este parámetro. Por ello, seŕıa
necesaria la realización de un mayor número de simulaciones para estimar un
número medio de fallos, perdiéndose de esta forma la ventaja que a primera
vista podŕıa proporcionar la simulación frente al modelado con respecto a los
tiempos de ejecución.
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Orden N Nnz pn H Cs Ls K
Tiempo

simulación
Tiempo
modelo

IKJ 2 200 5% 200 4 4 1 35.46 0.02
IKJ 2 200 5% 200 4 4 2 37.60 0.01
IKJ 2 200 5% 200 32 4 1 33.27 0.27
IKJ 2 200 5% 200 32 4 4 38.75 0.06
IKJ 2 200 5% 200 32 8 1 32.61 0.14
IKJ 2 200 5% 200 256 4 2 29.15 4.33
IKJ 2 200 5% 2000 256 16 2 338.61 1.47
IJK 2 200 5% 200 4 4 1 43.82 0.02
IJK 2 200 5% 200 4 4 2 47.76 0.01
IJK 2 200 5% 200 32 4 1 43.40 0.28
IJK 2 200 5% 200 32 4 4 51.89 0.07
IJK 2 200 5% 200 32 8 1 42.38 0.14
IJK 2 200 5% 200 256 4 2 40.35 4.35
IJK 2 200 5% 2000 256 16 2 435.66 1.48
JIK 2 200 5% 200 4 4 1 41.62 0.00
JIK 2 200 5% 200 4 4 2 41.67 0.00
JIK 2 200 5% 200 32 4 1 38.05 0.00
JIK 2 200 5% 200 32 4 4 41.85 0.00
JIK 2 200 5% 200 32 8 1 34.03 0.00
JIK 2 200 5% 200 256 4 2 38.37 0.01
JIK 2 200 5% 2000 256 16 2 320.59 0.01

Cuadro 3.9: Tiempos de usuario de la simulación y la ejecución del modelo
para algunos ejemplos de producto matriz dispersa-matriz densa.
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N Nnz pn Cs Ls K
Tiempo

dineroIII
Tiempo

sim. simpl.
Tiempo
modelo

2 200 5.00% 32 8 1 6.49 0.59 0.21
2 200 5.00% 32 8 4 6.55 0.66 0.21

10 1000 1.00% 32 8 1 35.31 3.30 5.03
10 1000 1.00% 32 8 4 36.61 3.87 5.17
10 1000 1.00% 256 16 2 34.73 3.07 4.78
5 1000 4.00% 16 8 1 35.06 3.27 1.24
5 1000 4.00% 256 16 2 33.59 2.85 1.22
5 2000 8.00% 16 8 1 70.06 6.55 1.25
5 2000 8.00% 256 16 2 67.63 5.67 1.26

Cuadro 3.10: Tiempos de usuario de la simulación mediante dineroIII, el
simulador simplificado y tiempos de ejecución del modelo para la trasposición
de una matriz dispersa.

N Nnz pn H BJ BK Cs Ls K
Tiempo

simulación
Tiempo
modelo

4 200 1.25% 200 20 200 32 4 1 23.19 2.20
2 100 2.50% 200 20 200 32 4 1 8.80 1.41
2 200 5.00% 200 20 100 32 4 1 17.28 1.41
2 200 5.00% 200 20 200 32 4 1 14.64 1.38
2 200 5.00% 200 20 200 32 4 2 14.75 0.66
2 200 5.00% 200 20 200 32 8 1 14.51 0.60
2 200 5.00% 2000 20 200 32 4 1 146.14 1.38
2 200 5.00% 2000 20 200 128 4 1 14.38 5.73

10 1000 1.00% 200 20 200 128 8 1 123.73 11.89
10 1000 1.00% 400 25 400 128 8 1 176.84 11.13
10 1000 1.00% 400 25 400 128 8 4 181.62 1.67

Cuadro 3.11: Tiempos de usuario de la simulación y la ejecución del modelo
para algunos ejemplos de producto matriz dispersa-matriz densa IKJ alta-
mente optimizado.



Caṕıtulo 4

Otras distribuciones: matrices
banda

Abordaremos aqúı la problemática de la adaptación de nuestra técnica de
modelado anaĺıtico a distribuciones no uniformes de las entradas de las ma-
trices dispersas. En concreto, nos centraremos en las matrices banda, muy
frecuentes en problemas reales. Comenzaremos por considerar bandas uni-
formes [46], [23], es decir, aquellas cuyas entradas están distribuidas de forma
uniforme en toda la extensión de la banda. Posteriormente extenderemos el
modelado para considerar bandas no uniformes, donde distintas diagonales
pueden tener distintas densidades. Hemos introducido este tipo de modelado
en [18]. Hemos comprobado que un gran número de matrices pertenecientes
a colecciones como la Harwell-Boeing [20] o NEP [5] obedecen a alguno de
estos dos tipos de distribución.

A continuación describimos el modelado de los algoritmos utilizados en
el caṕıtulo anterior considerando que la matriz dispersa implicada es una
matriz en banda. No se tratará el algoritmo descrito en la sección 3.7, dado
que el desarrollo del que surgió está basado en una distribución uniforme de
las entradas en la matriz, y no es el idóneo para una distribución en banda.

4.1. Bandas uniformes

A fin de simplificar las fórmulas consideraremos matrices banda cuadradas,
de forma que la banda vendrá descrito por un solo valor: W , el ancho de la
banda. Por otra parte, al distribuirse las entradas de cada fila a lo largo
de W posiciones en lugar de N , utilizaremos como valor para la densidad

93
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pn = β/W . En consecuencia, el valor de p también se ve modificado, ya que
se calcula en función de pn (véase el caṕıtulo 3).

4.1.1. Producto matriz dispersa-vector

Vectores R y D

El modelado de estos vectores experimenta una pequeña modificación en
el cálculo de Sint D en (3.6), ya que tras el procesamiento de una fila, la
probabilidad uniforme de acceso no se reparte sobre los N datos del vector
X, sino sobre tantos como caben en la banda. De ah́ı que el vector de área
de interferencia cruzada correspondiente a los accesos a dicho vector durante
el producto escalar con una fila de la matriz dispersa no sea ya Sl(N, p) sino
Sl(W, p).

Vector X

El número de fallos sobre el vector X es el más afectado por la distribución
en banda de las entradas. El modelado del comportamiento de este vector
es idéntico al descrito en la sección 3.2.3, teniendo en cuenta los siguientes
puntos:

A la hora de calcular el vector de área de auto-interferencia, debemos
considerar un tamaño de W posiciones en lugar de N por el mismo
motivo. De esta forma forma, en lugar de adoptar el valor Si

la(N, p)
en (3.9), deberá ser Si

la(W, p).

En la ecuación (3.11) el ĺımite del sumatorio pasa de ser M a W por
estar las entradas de cada columna dispersas a lo largo de W posiciones
en lugar de todas las filas de la matriz.

El número de ĺıneas diferentes del vector empleadas durante el producto
escalar con una fila de la matriz dispersa pW/Ls en lugar de pN/Ls al
distribuirse las entradas sólo sobre W de las posiciones de una fila. Este
reemplazo debe realizarse en la ecuación (3.12).

Validación y análisis

La validación de este modelo se realizó con simulaciones sobre múltiples
posibles combinaciones de los parámetros de entrada, mostrando la tabla 4.1
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N Nnz W pn Cs Ls K σ ∆

1 10 100 10.0 % 2 4 1 4.52 -0.43
1 10 100 10.0 % 2 4 2 0.39 0.06
1 10 100 10.0 % 4 4 4 0.01 -0.01
1 10 100 10.0 % 8 4 1 1.02 0.32
1 10 100 10.0 % 8 8 2 0.19 0.12
1 10 100 10.0 % 16 8 4 0.02 0.14

10 100 300 3.3 % 1 8 1 8.63 0.48
10 100 300 3.3 % 16 4 2 0.13 -0.01
10 100 300 3.3 % 32 8 2 0.19 0.03

100 8000 20000 0.4 % 8 8 2 0.91 1.70
100 8000 20000 0.4 % 16 8 1 4.50 3.37
100 8000 20000 0.4 % 16 8 4 0.91 3.26
100 8000 20000 0.4 % 32 8 2 4.42 3.59
100 8000 20000 0.4 % 64 16 1 1.50 0.86
100 8000 20000 0.4 % 64 8 4 0.06 0.05

Cuadro 4.1: Desviación del modelo para el producto matriz dispersa banda-
vector.

algunas de ellas. En el conjunto total de simulaciones se obtuvo un error
medio del modelo del 1.04%, mientras que la desviación t́ıpica media de las
simulaciones supuso un 5.71 % de la media del número de fallos obtenidos.

La relación entre W y Cs en el producto matriz banda dispersa-vector se
muestra en la figura 4.1. En este gráfico hemos considerado bandas anchas
a fin de ilustrar el efecto de las auto-interferencias en el acceso al vector
X. La reducción del ancho de la banda tiene una gran influencia sobre el
número de fallos debido a que reduce la probabilidad de auto-interferencia
e incrementa la probabilidad de reuso de las ĺıneas del vector X, ya que las
entradas se reparten sobre filas menores (mejora de la localidad espacial) y
columnas más pequeñas (mejora de la localidad temporal). Se alcanza un
número de fallos próximo al mı́nimo cuando Cs ≥ 1,5W , siendo de poca
utilidad los incrementos de Cs más allá de ese valor. Es intuitivo que sólo
se pueden conseguir buenas tasas de fallos con Cs > W , ya que con este
valor hay una ĺınea en la caché para cada ĺınea de la banda de la fila que
se está procesando. El espacio adicional se necesita para evitar el efecto
combinado de las auto-interferencias y de las interferencias cruzadas, como
demostraremos a continuación a través de un análisis de una banda fija para
diversos niveles de asociatividad y tamaños de caché.
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Figura 4.1: Número de fallos durante el producto matriz dispersa-vector de
una matriz 20K×20K con Nnz = 2M entradas, Ls = 8 y K = 4 en función
de W y Cs.
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Figura 4.2: Número de fallos durante el producto matriz dispersa-vector de
una matriz 20K×20K con Nnz = 2M entradas y W = 8000 en función del
tamaño de la caché y del grado de asociatividad para Ls = 8.
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En la figura 4.2 se muestra el número de fallos para una matriz con W =
8000 en relación al tamaño y grado de asociatividad de la caché. Podemos
observar que para K = 1 se alcanza la mayoŕıa de la mejora para la caché de
8K palabras debido a la eliminación de las auto-interferencias. El aumento
del tamaño de la caché a partir de ese tamaño ayuda a reducir gradualmente
las interferencias cruzadas. Por otro lado, las cachés con K > 1 presentan
otro comportamiento: El gradiente en la reducción de fallos es muy grande
mientras Cs ≤16K palabras. La razón es que en la caché de 8K palabras hay
K ĺıneas diferentes de X asociadas al mismo conjunto de la caché. Como las
ĺıneas se suelen acceder en el mismo orden y la caché usa un reemplazo LRU,
cualquier interferencia cruzada puede provocar fallos para todas las ĺıneas de
X asociadas al mismo conjunto. El resultado es que las interferencias cruzadas
pueden afectar a tantas ĺıneas como pueda contener un conjunto, generándose
aśı más fallos. De hecho podemos ver que la caché asociativa por conjuntos
de cuatro v́ıas se comporta peor que la de dos v́ıas para este tamaño de caché.

Para las cachés con Cs ≥ 16K palabras, los conjuntos tienen suficientes
ĺıneas como para poder absorber los accesos a los vectores que definen la
matriz dispersa y el vector destino sin incrementar las interferencias sobre X

debido a su combinación con las ĺıneas de este vector que residen en el mismo
conjunto. Para los tamaños pequeños de caché todas las asociatividades tiene
un comportamiento muy similar debido al gran número de interferencias. La
conclusión es que las cachés asociativas por conjuntos ayudan a reducir el
efecto de las interferencias cuando el número de ĺıneas que compiten por
un conjunto dado de la caché es menor o igual que K; de lo contrario el
rendimiento es my similar al de una caché de mapeado directo. Lo que es
más, en este caso, si las ĺıneas asociadas al mismo conjunto se suelen acceder
en el mismo orden, los grados de asociatividad altos pueden comportarse
peor.

4.1.2. Producto matriz dispersa-matriz densa: orden
JIK

El modelado de este algoritmo en el caṕıtulo precedente se efectuó uti-
lizando el desarrollado para el producto matriz dispersa-vector, con lo que las
modificaciones requeridas para reflejar el comportamiento del vector R y las
matrices densas D y B son análogas a las comentadas en el apartado anterior.
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N Nnz W pn H Cs Ls K σ ∆

1 10 300 3.3% 100 2 4 1 2.27 0.83
1 10 300 3.3% 100 4 4 4 0.00 -0.01
1 10 300 3.3% 100 8 4 1 1.36 0.16
1 10 300 3.3% 100 8 8 2 0.94 -0.15
1 10 300 3.3% 100 16 8 4 5.77 -0.87
1 10 300 3.3% 100 64 8 2 31.95 3.07
2 20 100 10.0% 100 1 8 1 65.67 -7.13
2 20 100 10.0% 100 16 4 2 0.00 0.00
2 20 100 10.0% 100 32 8 4 5.14 0.01

10 100 800 1.25% 100 4 4 1 42.36 -9.23
10 100 800 1.25% 100 16 4 2 0.48 0.01
10 100 800 1.25% 100 16 8 1 3.16 -0.52
10 100 800 1.25% 100 32 8 4 0.00 0.00
10 100 800 1.25% 100 64 16 2 0.34 -0.06
10 100 800 1.25% 1000 256 32 2 20.48 -1.44

Cuadro 4.2: Desviación del modelo para el producto matriz dispersa banda-
matriz densa con orden JIK.

Validación

De las combinaciones de los parámetros de entrada comprobadas para
este algoritmo se obtuvo una media del 3% para el valor absoluto del error
cometido por los modelos, en tanto que la desviación t́ıpica media fue del
16.98 %. La tabla 4.2 muestra los datos de validación para algunas combina-
ciones.

En este caṕıtulo no analizaremos el comportamiento de estos algoritmos
para matrices banda, dado que los cambios residen en que el conjunto de
trabajo se limitará al tamaño de la banda W en lugar del número de filas o
de columnas de la matriz dispersa, según la dimensión que se considere.

4.1.3. Producto matriz dispersa-matriz densa: orden
IKJ

Se requieren cambios en el modelado de todas las estructuras de datos
excepto los vectores A y C.



4.1. Bandas uniformes 99

Vector R

Entre dos accesos consecutivos en el bucle más externo a este vector ya
no es posible considerar que se accede a la totalidad del espacio de memoria
correspondiente a la matriz B debido a que durante el procesamiento de cada
fila de la matriz dispersa sólo son referenciables W de las filas de la matriz
densa. Como las ĺıneas correspondientes a las diferentes columnas de estas
filas no ocupan posiciones consecutivas (W < N), tampoco podemos emplear
la fórmula Sl. Para calcular la interferencia cruzada de esta matriz: uniremos
W/Lsp veces el valor Sr(H, 1, N), es decir, una por grupo de Ls filas que
pueda resultar referenciado durante el procesamiento de una fila de la matriz
dispersa. De esta forma, la ecuación (3.19) pasaŕıa a tener la forma:

Sint R = Ss(β) ∪ Ss(βr) ∪ Sr(H, 1,M)∪
W/Lsp∪ Sr(H, 1, N) (4.1)

Matriz D

El nuevo reparto de las filas de la matriz B accesibles durante el proce-
samiento de una fila de la matriz dispersa no afecta al cálculo de los vectores
de área de interferencia para la matriz D, puesto que siempre se trata de una
sola fila (véase sección 3.4.3). No obstante, al calcular el número de fallos
śı habremos de tener en cuenta que cada fila de la matriz dispersa gener-
ará aproximadamente W/Lsp accesos a ĺıneas diferentes en cada columna de
la matriz B, en lugar de N/Lsp. De ah́ı que la fórmula (3.23) pase a adoptar
la forma:

FD =
M

Ls

(1− (1− pn)
WLs)

(H + (βLs −Wp)Sint np D0
+ (Wp− 1)Sint p D0

)

(4.2)

Matriz B

Una vez más, el razonamiento es análogo al correspondiente al de una
matriz con dispersión uniforme (sección 3.4.4) pero teniendo en cuenta que las
entradas se distribuyen sobre W de las posiciones de una fila o columna. Dado
que el modelado de esta matriz está totalmente derivado del correspondiente
al vector X en el producto matriz dispersa-vector, habrá de experimentar las
mismas variaciones, es decir:

Tendremos MW/Lsp entradas, en lugar de MN/Lsp, que serán la primera
en su fila en generar accesos a una fila dada de B. De esta forma, la
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ecuación (3.27) deberá expresarse como:

FB = H(pMW/Ls(1− Pac B) + (Nnz − pMW/Ls) Sint np B0
) (4.3)

A la hora de calcular el vector de área de auto-interferencia, debemos
considerar un tamaño de W posiciones en lugar de N en cada colum-
na. La no adyacencia de estas regiones impide el uso de la fórmula
C(WH) para estimar el número medio de ĺıneas que pueden interferir
con otra de la matriz B en su conjunto. Este valor será estimado como
C((WH)/(1−SrK

(H, W,N))), de forma que los WH datos que pueden
ser accedidos durante el procesamiento de una fila de la matriz dispersa
se reparten entre la proporción de la caché en donde pueden recaer las
ĺıneas correspondientes a su acceso, el cual consta de regiones H de W
elementos con una distancia constante N .

Se calculará Pac B como el promedio de Pac B(j) para j = 1, . . . , W
en lugar de j = 1, . . . , M al poderse distribuir las entradas de cada
columna sólo sobre W de las filas.

Validación

A partir de las combinaciones de los parámetros de entrada comprobadas
para este algoritmo se obtuvo una media del 4.28% para el valor absoluto del
error cometido por los modelos, mientras que la desviación t́ıpica media fue
del 11.57%. En la tabla 4.3 incluimos los datos de validación correspondientes
a algunas combinaciones.

4.1.4. Producto matriz dispersa-matriz densa: orden
IJK

Vectores A y C

La única diferencia en el modelado de estos vectores es que Sint J A debe
calcularse como:

Sint J A = Ss(βr) ∪ Ss(1) ∪ Sl(W, p) (4.4)

al repartirse la probabilidad de acceso sobre una columna de la matriz B sobre
W posiciones.
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N Nnz W pn H Cs Ls K σ ∆

1 10 300 3.3% 100 2 4 1 0.52 0.20
1 10 300 3.3% 100 4 4 4 0.23 0.27
1 10 300 3.3% 100 8 4 1 0.81 1.93
1 10 300 3.3% 100 8 8 2 0.57 2.19
1 10 300 3.3% 100 16 8 4 0.83 5.77
1 10 300 3.3% 100 64 8 2 23.90 -6.01
2 20 100 10.0% 100 1 8 1 0.27 -1.06
2 20 100 10.0% 100 16 4 2 17.48 2.24
2 20 100 10.0% 100 32 8 4 0.07 0.02

10 100 800 1.25% 100 4 4 1 0.13 -0.01
10 100 800 1.25% 100 16 4 2 0.14 0.38
10 100 800 1.25% 100 16 8 1 0.30 0.25
10 100 800 1.25% 100 32 8 4 0.24 0.98
10 100 800 1.25% 100 64 16 2 0.84 -7.24
10 100 800 1.25% 1000 256 32 2 2.24 -1.39

Cuadro 4.3: Desviación del modelo para el producto matriz dispersa banda-
matriz densa con orden IKJ.

Matriz D

La matriz producto sólo se ve afectada en el cálculo de su vector de área de
interferencia Sint D np, en concreto en la porción referente a las interferencias
generadas por la matriz B. Al restringirnos a W posiciones en cada columna
de B, Sl(NH, p) deja de ser un buen descriptor del área de la caché afectada
por los accesos a esta matriz durante el procesamiento de una fila de la
matriz dispersa. Entre las diversas aproximaciones que se podŕıan seguir
para estimar esta región hemos elegido la siguiente:

SB =
2

H

H/2∑
j=1

W/Lsp∪ (Sr(j, 1, N) ∪ Sr(H − j, 1, N)) (4.5)

Recordemos que la porción de B que genera estas interferencias está for-
mada por dos grupos de datos. Por un lado, están los asociados a las columnas
con ı́ndice mayor que la que se está considerando de D correspondientes a las
filas direccionadas por las entradas de la fila i de la matriz dispersa. Por
otro lado, están los de las columnas con ı́ndice menor asociadas a las filas
direccionadas por las entradas de la siguiente fila. Dado que en cada fila de
la matriz dispersa las entradas se distribuyen de forma que generan accesos
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a W/Lsp ĺıneas en cada columna de la matriz densa, y son independientes
en cada fila, si consideramos la columna j de la matriz D, tendremos que los
accesos a las W/Lsp filas de ĺıneas en las columnas con ı́ndice mayor que

j tendrán un vector área
W/Lsp∪ Sr(H − j, 1, N), y los de las W/Lsp filas de

ĺıneas de las j columnas que la preceden y ella,
W/Lsp∪ Sr(H − j, 1, N). La

expresión (4.5) utiliza como aproximación la media aritmética de las uniones
de estos vectores.

También se ha comprobado la posibilidad consistente en seguir una aprox-
imación igual a la seguida en la matriz B, es decir estimando este vector de
área como:

SB = Sl

(
WH

1− SrK
(H,W,N)

, p

)
(4.6)

En este caso, para matrices con valores elevados de W y H mejora los re-
sultados, pero los empeora en caso contrario al no tener en cuenta que la
distribución de las ĺıneas accedidas no es realmente uniforme debido a la
distancia constante N que debe haber entre cada dos ĺıneas consecutivas ac-
cedidas para una fila dada. La importancia de este factor aumenta a medida
que WH disminuye y que se reduce el número de filas de la matriz dispersa
contempladas en el periodo al que corresponde el cálculo del vector de área.
Este es también el motivo por el que no se ha seguido esta aproximación en la
estimación del vector de área de interferencia cruzada generado por la matriz
B durante el procesamiento de una fila de la matriz dispersa con respecto al
vector R.

Esta aproximación sin embargo śı es aplicable en el caso de la matriz
B porque, en general, entre dos accesos consecutivos a la misma ĺınea de
la matriz B habrá más de una fila procesada de la matriz dispersa, y esto
permitirá un reparto más uniforme de las ĺıneas accedidas entre la superficie
correspondiente a las regiones de B accesibles durante dichos procesamientos.

Matriz B

Al igual que ocurŕıa en el orden IKJ, el modelado es idéntico al que se
efectúa para la matriz con dispersión uniforme excepto en la sustitución de
N por W en la expresión final de los fallos y los aspectos relacionados con
el cálculo de Pac B y el vector de área de auto-interferencia de este vector.
Las modificaciones son las ya explicadas en el apartado correspondiente a la
matriz B en la sección 4.1.3.
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N Nnz W pn H Cs Ls K σ ∆

1 10 300 3.3% 100 2 4 1 16.20 2.47
1 10 300 3.3% 100 4 4 4 15.49 3.92
1 10 300 3.3% 100 8 4 1 15.97 4.23
1 10 300 3.3% 100 8 8 2 15.70 4.66
1 10 300 3.3% 100 16 8 4 15.52 8.72
1 10 300 3.3% 100 64 8 2 28.17 5.83
2 20 100 10.0% 100 1 8 1 3.84 0.45
2 20 100 10.0% 100 16 4 2 18.77 -0.39
2 20 100 10.0% 100 32 8 4 0.01 1.16

10 100 800 1.25% 100 4 4 1 0.05 0.37
10 100 800 1.25% 100 16 4 2 0.14 0.44
10 100 800 1.25% 100 16 8 1 0.20 0.48
10 100 800 1.25% 100 32 8 4 0.29 1.14
10 100 800 1.25% 100 64 16 2 1.22 -6.60
10 100 800 1.25% 1000 256 32 2 0.29 -2.89

Cuadro 4.4: Desviación del modelo para el producto matriz dispersa banda-
matriz densa con orden IJK.

Validación

A partir de las combinaciones de los parámetros de entrada comprobadas
para este algoritmo se obtuvo una media del 5.79% para el valor absoluto del
error cometido por los modelos, mientras que la desviación t́ıpica media fue
del 13.70%. En la tabla 4.4 incluimos los datos de validación correspondientes
a algunas combinaciones.

4.1.5. Trasposición de una matriz dispersa

En este algoritmo requeriremos más cambios que en los precedentes para
adaptarlo al nuevo patrón de referencias debido a su mayor complejidad.

Vector R

La única modificación requerida para modelar el comportamiento del vec-
tor R durante la trasposición de una matriz banda es una nueva ecuación para
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el cálculo de Sint R (véase el apartado 3.6.2):

Sint R =Ss(β) ∪ Ss(βr) ∪ Sl(Wr, pr)∪
Sgb(W,Nnz/N, pn) ∪ Sgb(W,Nnzr/N, pn)

(4.7)

en donde los cambios producidos con respecto a (3.36) son:

El cambio del vector de área de interferencia cruzada generado por el
vector RT de Sl(Nr, pr) a Sl(Wr, pr) al distribuirse la probabilidad de
acceso a este vector sobre W posiciones en cada fila.

El vector de área de interferencia cruzada asociado a los accesos a AT

y CT pasamos a expresarlo utilizando Sgb en lugar de Sg para unificar
la notación con el resto del modelo de este algoritmo, ya que, como
se vió en el apartado 2.3.4, Sgb(b, t, Pg) = Sg(bt, t, Pg). Este vector de
área describe un acceso a W grupos (uno por columna con posibilidad
de contener una entrada en una fila de la matriz dispersa) de Nnz/N
elementos (la media de entradas por columna), teniendo cada grupo
una probabilidad pn de ser accedido, es decir, la probabilidad de que
la posición correspondiente contenga una entrada. En el caso de CT el
número de posiciones de cada grupo es Nnzr/N al estar constituido por
enteros.

Vectores AT y CT

Al igual que se hizo al explicar el modelado de la trasposición de una
matriz dispersa con una distribución totalmente uniforme de las entradas,
detallaremos aqúı solamente la aproximación del comportamiento del vector
AT, por tener CT exactamente el mismo patrón, distinguiéndose únicamente
en su composición.

Si bien la fórmula general para calcular el número de fallos sobre AT, es
la misma, debemos tener en cuenta una serie de variaciones en el cálculo
de sus componentes. Aśı, Nl AT, el número medio de ĺıneas de este vector
referenciadas durante el procesamiento de una fila de la matriz dispersa,
pasará a calcularse como:

Nl AT =

{
Nnz

Ls

W
N

(1− (1− pn)
LsN/Nnz) si Nnz/N ≤ Ls

β si Nnz/N > Ls
(4.8)

ya que si cada grupo ocupa más de una ĺınea, habrá una posible fila accedida
por cada entrada de una fila, habiendo β. Sin embargo, si el tamaño del grupo
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es inferior al de la ĺınea de la caché, como cada grupo tiene una probabilidad
pn de ser accedido, una ĺınea compuesta por grupos accesibles tendrá una
probabilidad media de ser accedida de 1− (1− pn)

LsN/Nnz . Esta probabilidad
no puede aqúı aplicarse a las Nnz/Ls ĺıneas de que consta el vector AT porque
en realidad sólo W de las N columnas de la matriz dispersa pueden contener
elementos en una fila dada. De ah́ı el producto por el cociente W/N .

Por otro lado, al igual que ocurŕıa en el modelado del comportamiento
del vector X en el producto matriz dispersa-vector o de la matriz densa B en
el caso del producto matriz dispersa-matriz densa, habremos de aplicar una
serie de cambios en el cálculo de Pac AT:

El ĺımite del sumatorio en (3.41) pasará a ser W , al poder accederse
cada grupo sólo durante el procesamiento de W filas.

El vector de área de auto-interferencia también se modifica en conse-
cuencia al nuevo tipo de acceso, de forma que el correspondiente a i
accesos se obtendrá como Si

gba(W,Nnz/N, pn).

En el cálculo de Scruzada AT(i), el vector de área de interferencia cruzada
asociado al vector RT pasa a ser Si

l (Wr, pr), ya que sólo W posiciones
son accesibles durante el procesamiento de cada fila de la matriz disper-
sa. Además el vector de área de interferencia cruzada correspondiente
al vector CT pasará a ser Si

gb(W,Nnzr/N, pn) para amoldarse a su nuevo
patrón de acceso.

Vector C

La única modificación que requiere el modelado de este vector es la
adaptación del cálculo de los vectores de área de interferencia cruzada de
los accesos a los vectores AT y CT durante el procesamiento de i filas de la
matriz dispersa en el último anidamiento del algoritmo (ver figura 3.10). El
cálculo de SAT(i) y SCT(i) pasa a ser:

SAT(i) = S
(iLs)/(βr)
gb (W,Nnz/N, pn) (4.9)

SCT(i) = S
(iLs)/(βr)
gb (W,Nnzr/N, pn) (4.10)

Vector RT

Si analizamos el comportamiento de este vector bucle a bucle, tal y como
se hizo en la sección 3.6.5, veremos que el primero tiene un comportamiento
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independiente de la distribución de las entradas en la matriz dispersa. En
el segundo el comportamiento es idéntico al del vector X en el producto
matriz dispersa-vector, con lo que los cambios necesarios son los mismos en
la obtención de Pac RT2 : reducción del tamaño del sumatorio sobre el que
se promedian los Pac RT2(i) a W y reducción del tamaño de la porción del
vector que puede generar auto-interferencias en los accesos de una fila de Nr
a Wr en (3.55). Lo mismo cabe decir del cálculo de Pac RT4 , si bien en este
caso también debe recordarse la modificación del cálculo del vector de área
de interferencia cruzada, ya que se deberá utilizar Sgb en lugar de Sg para
modelar AT y CT, ya comentado en el modelado de otros vectores. Además,
al haber sólo Wr/Ls ĺıneas accesibles en el procesamiento de cada fila, la
expresión de FRT2 , desarrollada anteriormente en (3.54) pasará a ser:

FRT2 = pM
Wr

Ls

(1− Pac RT2 − Pac ext RT2) +

(
Nnz − pM

Wr

Ls

)
Ss0(1) (4.11)

modificándose también FRT4 en consecuencia. Es en la obtención de Pac ext RT2 ,
y consecuentemente en Pac ext RT4 , análoga, como se vió en la sección 3.6.5,
en donde se requerirán cambios más profundos. El cálculo de Pac ext RT2(i) se
efectúa a partir de la fórmula:

Pac ext RT2(i) =

Filas(i,M)∑
j=1

(1− pr)
(j−1)(1− Sint ext RT20

(i, j + Primera(i)− 1))

Filas(i,M)
(4.12)

en donde Primera(i) da el ı́ndice de la primera fila que puede generar accesos
a la i-ésima ĺınea del vector RT:

Primera(i) = máx{1, iLs/r −W/2 + 1} (4.13)

y la función Filas(i, j) da el número de filas con un ı́ndice menor o igual que
j que pueden generar accesos a la i-ésima ĺınea del vector RT:

Filas(i, j) = mı́n{j, iLs/r + W/2 + Ls/r − 1}−
mı́n{j, Primera(i)− 1} (4.14)

Ambas expresiones se basan en que el primer componente de la i-ésima ĺınea
de RT está asociado a la columna iLs/r, comenzando siempre a contar las
ĺıneas desde 0. Puede comprobarse que en el caso de una matriz cuadrada la
primera fila en donde dicha columna puede contener elementos es Primera(i),
mientras que la última es mı́n{M, iLs/r+W/2+Ls/r−1}. Este es también el
motivo por el que al valor j del sumatorio, que tendrá un valor comprendido
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entre 1 y W +Ls/r, se le suma Primera(i)−1, para obtener el ı́ndice absoluto
de la fila.

Finalmente, la expresión para el cálculo de Sint ext RT2(i, j) pasa a ser:

Sint ext RT2(i, j) =Ss(b(Nl RT − 1− i)/NkcCsk)∪
bi/Nkc∪

z=1
Sl(Csk, 1− (1− pr)

Filas(i−zNk,j)
)∪

Ss((j − 1/2)βr)

(4.15)

en donde puede verse que el cambio afecta sólo al cálculo del vector de área
de auto-interferencia para las ĺıneas precedentes a la que se está estudiando.
En el caso de una distribución uniforme de las entradas, cualquier ĺınea puede
ser accedida durante el procesamiento de cualquier fila de la matriz dispersa,
con lo que bastaba aplicar la expresión Sl, sabiendo que todas las ĺıneas
teńıan una probabilidad 1 − (1 − pr)

j de haber sido accedidas durante el
procesamiento de las filas precedentes. En el caso de la matriz banda, sin
embargo, cada una de las bi/Nkc ĺıneas que preceden a la i-ésima y que
recaen en su mismo conjunto de la caché pueden tener una probabilidad de
acceso distinta dependiendo del número de filas de la matriz dispersa con
ı́ndice inferior o igual a j en las que fuesen accesibles, Filas(i− zNk, j).

Validación y análisis

Este modelo se validó mediante simulaciones correspondientes a cientos
de posibles combinaciones de los parámetros de entrada, algunas de las cuales
se muestran en la tabla 4.5. Del conjunto de simulaciones se obtuvo un error
medio para nuestro modelo del 2.15%, en tanto que la desviación t́ıpica media
de las simulaciones alcanzó un 8.78 %.

En cuanto al análisis del comportamiento, las figuras 4.3 y 4.4 represen-
tan los mismos datos para este algoritmo que las figuras 4.1 y 4.2 para el
producto matriz dispersa-vector, respectivamente. La primera muestra una
disminución en el número de fallos con la reducción de la banda, siendo este
efecto más notable en el punto donde Cs se hace mayor que W . Las razones
son las explicadas para el algoritmo anterior. De todas formas, esta reduc-
ción es mucho más suave que en el producto matriz dispersa-vector porque
los accesos al vector RT en los bucles 2 y 4, que son los más favorecidos por
la reducción de la banda, representan sólo una pequeña fracción del total
de fallos. Por otro lado, el número de fallos sobre los vectores AT y CT, que
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N Nnz W pn Cs Ls K σ ∆

1 10 100 10.0 % 2 4 1 12.43 -6.30
1 10 100 10.0 % 2 4 2 1.69 -5.07
1 10 100 10.0 % 4 4 4 0.74 -1.65
1 10 100 10.0 % 8 4 1 9.44 -2.61
1 10 100 10.0 % 8 8 2 8.54 -1.13
1 10 100 10.0 % 16 8 4 1.71 0.82

10 100 300 3.3 % 1 8 1 0.55 -2.02
10 100 300 3.3 % 16 4 2 2.31 -0.65
10 100 300 3.3 % 32 8 2 4.11 0.42

100 8000 20000 0.4 % 8 8 2 0.02 0.10
100 8000 20000 0.4 % 16 8 1 0.08 0.52
100 8000 20000 0.4 % 16 8 4 0.03 0.51
100 8000 20000 0.4 % 32 8 2 0.08 0.21
100 8000 20000 0.4 % 64 16 1 0.13 -0.29
100 8000 20000 0.4 % 64 8 4 0.10 0.46

Cuadro 4.5: Desviación del modelo para la trasposición de una matriz dis-
persa en banda.
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Figura 4.3: Número de fallos durante la trasposición de una matriz dispersa
20K×20K con Nnz = 2M entradas, Ls = 8 y K = 4 en función de W y Cs.
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Figura 4.4: Número de fallos durante la trasposición de una matriz dispersa
20K×20K con Nnz = 2M entradas y W = 8000 en función del tamaño de la
caché y del grado de asociatividad para Ls = 8.

supone la mayoŕıa del total, se reduce lentamente cuando Cs aumenta o W
disminuye, aunque no dependen tan fuertemente del ancho de la banda. La
razón es que en todos los casos mostrados en la figura los datos pertenecientes
a estos vectores durante el procesamiento de todas las columnas de la banda
de la matriz de entrada no cabe en la caché ((Nnz/N) ·W entradas). Estos
datos caben sólo cuando W = 2000 y Cs = 256K, y podemos ver que el
número de fallos se estabiliza en esta área del gráfico. Los fallos sobre C,
R y A permanecen prácticamente constantes debido a su acceso secuencial,
obteniendo como único beneficio de la reducción del ancho de la banda una
probabilidad de interferencia cruzada ligeramente menor.

La figura 4.4 muestra que el comportamiento general del algoritmo con
respecto a K, el grado de asociatividad, a pesar de tener similaridades con
el del producto matriz dispersa-vector, no depende únicamente de W para
determinar los tamaños de caché para los que la tasa de fallos alcanza valores
razonables. Como ya se ha explicado, la razón es que para W = 8000 ninguno
de los tamaños de caché considerados contiene una porción importante de los
datos que el algoritmo accede durante las W iteraciones que procesan una
banda completa en el bucle cuatro, el que causa la mayoŕıa de los fallos. Sólo
se benefician del aumento de Cs a valores mayores que W los accesos a RT,
principalmente en el bucle dos. Esto es especialmente notable para K = 1, al
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Figura 4.5: Número de fallos durante la trasposición de una matriz dispersa
5K×5K con 125K entradas, Ls = 4 y K = 4 en función de W y Cs.

igual que en el producto matriz dispersa-vector. Otra similaridad es el peor
comportamiento de las cachés con K > 1 para un tamaño de la caché muy
cercano a W debido al efecto conjugado de las interferencias cruzadas con
las auto-interferencias debido a las ĺıneas de caché que se suelen acceder en
el mismo orden. Esto penaliza el algoritmo de reemplazo LRU. Las cachés
asociativas rinden mejor una vez que el tamaño de la caché es notablemente
mayor que el ancho de la banda, como en la figura 4.2.

A fin de averiguar los valores de los parámetros de la caché para los que
el algoritmo estabiliza su número de fallos, las figuras 4.5 y 4.6 muestran
los mismos datos para una matriz más pequeña usando Ls = 4. Durante el
procesamiento de una banda de esta matriz el conjunto de trabajo para los
vectores AT y CT, que contabilizan la mayoŕıa de los fallos, es de 25W elemen-
tos, ya que hay una media de 25 elementos por columna. La tasa de fallos
obtiene valores cercanos al mı́nimo en la figura 4.5 cuando el tamaño de la
caché excede este valor. Los aumentos de Cs más allá de este ĺımite mejoran
poco el rendimiento. Estas mejoras sólo son perceptibles cuando el aumento
del tamaño de la caché es muy grande, debido a la gran reducción de las
interferencias cruzadas. Debemos tener en cuenta que este gráfico está con-
struido para una caché de cuatro v́ıas. Se precisaŕıan tamaños de caché algo
mayores para conseguir una buena reducción de las interferencias cruzadas
en una caché de mapeado directo (ver figura 4.6).



4.1. Bandas uniformes 111

K=1
K=2
K=4

1 2 3 4 5 6 7 8
1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8
x 10

5

Log Cs

# 
F

al
lo

s

Figura 4.6: Número de fallos durante la trasposición de una matriz dispersa
5K×5K con 125K entradas y W = 200 en función del tamaño de la caché y
del grado de asociatividad para Ls = 4.

Las cachés asociativas por conjuntos ayudan a reducir la tasa de fallos
para cachés pequeñas en la figura 4.6 porque por término medio siempre
hay menos de dos ĺıneas compitiendo en cualquier conjunto, ya que durante
el procesamiento de cada fila sólo tienen probabilidades de ser accedidas
aproximadamente 200 ĺıneas del vector AT, otras tantas del vector CT y unas
pocas más pertenecientes a los restantes vectores, mientras que la menor de
las cachés consideradas tiene 512 ĺıneas. Como se esperaba, el aumento del
tamaño de la caché reduce la diferencia de la tasa de fallos existente entre
las cachés de mapeado directo y las asociativas por conjuntos. Para Cs ≥ 8K
palabras los incrementos del tamaño de la caché sólo ayudan a reducir las
interferencias cruzadas.

Finalmente, la relación del tamaño de la ĺınea y de la densidad de la ma-
triz con el número de fallos en este último algoritmo ha demostrado ser el
mismo que en el producto matriz dispersa-vector, siendo la única diferencia
que el gradiente del aumento del número de fallos en relación a pn es aprox-
imadamente tres veces mayor, lo cual era de esperar, ya que el número de
accesos por cada entrada de la matriz original es ocho, mientras que en el
producto matriz dispersa-vector es tres.
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Figura 4.7: Matriz BCSSTM07,
perteneciente al conjunto BC-
SSTRUC1 de la colección Harwell-
Boeing.
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Figura 4.8: Matriz CRY10000,
perteneciente al conjunto CRYS-
TAL de la colección NEP, y detalle
de la banda.

4.2. Bandas no uniformes

Como último paso en la adaptación del modelado inicial a distribuciones
no uniformes de los elementos no nulos en las matrices dispersas, hemos con-
siderado el caso que hemos encontrado con más frecuencia en las colecciones
de matrices reales. Se trata de matrices banda en las que la distribución
de los elementos no nulos no es uniforme a lo largo de la banda, pero que
śı puede aproximarse como uniforme en cada una de las diferentes diago-
nales de la banda, pudiendo tener diferentes diagonales distintas densidades.
Las figuras 4.7 y 4.8 muestran matrices reales de este tipo. Aśı, estaremos
considerando una serie de W diagonales en cada matriz con sus respecti-
vas densidades, o lo que es lo mismo, probabilidades de que una posición
perteneciente a las mismas contenga una entrada, d1, d2, . . . , dW .

Consideramos la probabilidad de acceso generada por los elementos res-
identes en un grupo de Ls columnas consecutivas. El motivo es que, como
hemos visto, son las que pueden provocar un acceso a una ĺınea del vec-
tor por el que se está multiplicando la matriz dispersa en cuestión o a una
serie de H ĺıneas de la matriz densa por la que se multiplica. Es fácil com-
probar que tal conjunto de columnas puede ser afectado por accesos a lo
largo del procesamiento de W + Ls − 1 filas de la matriz dispersa. En la
primera de esas filas la probabilidad de acceso será p1 = d1, en la segunda
será p2 = 1 − (1 − d1)(1 − d2), es decir, la opuesta a que no haya entradas
ni en la primera ni en la segunda diagonal en esa fila, y aśı sucesivamente.
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Figura 4.9: Probabilidades de que haya un no nulo en las W + Ls − 1 filas
de la matriz que se extienden sobre Ls = 2 columnas consecutivas, siendo
W = 4.

Las expresiones formales para el cálculo de las probabilidades de acceso a lo
largo de las W + Ls − 1 filas referidas son:

pi = 1−
i∏

j=1

(1− dj) i < Ls

pi = 1−
i∏

j=i−Ls+1

(1− dj) Ls ≤ i ≤ W

pi = 1−
W∏

j=i−Ls+1

(1− dj) W < i

(4.16)

La figura 4.9 muestra un sencillo ejemplo para una banda de cuatro colum-
nas y un tamaño de ĺınea de dos palabras donde se pueden apreciar estas
relaciones. Partiendo de estos valores extenderemos el modelo del producto
matriz dispersa-vector y del producto matriz dispersa-matriz densa en sus
tres ordenamientos. En las ecuaciones para las que no mencionemos cambios
y que impliquen el uso de los parámetros pn o p, éstos se seguirán derivando
de la forma explicada al comienzo del apartado 4.1.

4.2.1. Producto matriz dispersa-vector

Sólo resulta afectado el modelado del vector X. Se adaptará la fórmula
general para el cálculo de Pac X(j), la probabilidad de acierto en el primer
acceso a una ĺınea dada de X durante el producto escalar con la j-ésima fila
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de la matriz dispersa por el vector:

Pac X(j) =

j−1∑
i=1

pi

j−1∏

k=i+1

(1− pk)(1− Sint X0(i, j)) (4.17)

El cálculo del vector de interferencia también variará al modificarse la dis-
tribución de las entradas. Al perderse la uniformidad, no podremos calcularlo
partiendo únicamente del número de filas de la matriz dispersa procesadas
desde el último acceso a la ĺınea de X que estamos estudiando. De ah́ı que
del uso de la expresión Sint X(i) en (3.10) pasemos a Sint X(i, j) en este caso.
Su valor, que representa el vector de área de interferencia generado por los
accesos que se dan durante el procesamiento de las filas comprendidas entre
la i-ésima y la j-ésima de una banda dada, se calculará como:

Sint X(i, j) = Sauto X(i, j) ∪ Scruzada X(j − i) (4.18)

El vector de área correspondiente a las interferencias cruzadas tiene la misma
expresión que en el caso uniforme, sin embargo Sl deja de ser una expresión
válida para estimar el vector de área de auto-interferencia. Para obtener el
valor de este vector entre las filas i y j de una banda, debemos tener en
cuenta que hay ND(j) = b j−2

Csk
c ĺıneas a la derecha de la considerada que

corresponden al mismo conjunto. Estas ĺıneas tienen unas probabilidades de
acceso:

PDlNk
(i, j) = 1−

j−lCsk−1∏

k=máx{1,i−lCsk}
(1− pk), l = 1, 2, . . . , ND(j) (4.19)

Por otro lado, a su izquierda, o precediéndola en el vector, habrá otras NI(i) =
bW+Ls−2−i

Csk
c con unas probabilidades respectivas de acceso:

PIlNk
(i, j) = 1−

mı́n{W+Ls−1,j−lCsk}∏

k=i+lCsk+1

(1− pk), l = 1, 2, . . . , NI(i) (4.20)

Dado que las ND(j) + NI(i) ĺıneas que recaen en el conjunto que estamos
considerando tienen distintas probabilidades de acceso, no podemos aplicar
la distribución binomial para calcular el vector de área asociado, como se
haćıa en el caso de la banda uniforme. La aproximación que se ha seguido
ha sido la de calcular la media de ĺıneas L(i, j) que van a ser accedidas,
que es igual a la suma de las probabilidades de acceso de todas las ĺıneas
consideradas:

L(i, j) =

ND(j)∑

l=1

PDlNk
(i, j) +

NI(i)∑

l=1

PIlNk
(i, j) (4.21)



4.2. Bandas no uniformes 115

A partir de este valor medio se calcula el vector de área que le corresponde,
que será Sauto X(i, j) = Ss(L(i, j)Csk).

Finalmente, no obtendremos Pac X siguiendo (3.11) reemplazando N por
W , como se hizo en el caso de la banda uniforme. Hay varios motivos para
ello. El primero es que en este caso calcularemos la probabilidad para cada
una de las W + Ls − 1 filas en las que realmente puede generarse un acceso
a una ĺınea dada. El segundo es que no se le puede asignar el mismo peso
a los diferentes valores de Pac X(j) si sabemos que en las distintas filas hay
una probabilidad diferente de que se genere un acceso. También por dichos
motivos, el cálculo de FX como (3.12) con los reemplazos mencionados seŕıa
inadecuado.

Por tanto se calcula como la siguiente media ponderada:

Pac X =

W+Ls−1∑
j=1

pjPac X(j)

W+Ls−1∑
j=1

pj

(4.22)

Los motivos antes expuestos también hacen que el cálculo de FX como (3.12)
usando Wp para estimar el número de accesos a una ĺınea sea inadecuado.
El cálculo deberá efectuarse como:

FX =
W+Ls−1∑

j=1

pj
N

Ls

(1− Pac X) +

(
Nnz −

W+Ls−1∑
j=1

pj
N

Ls

)
Sint A0 (4.23)

Validación

Dado que el desarrollo de esta variedad del modelado se ha efectuado a
fin de reflejar con mayor fidelidad el comportamiento de las matrices que se
dan en los problemas reales, la validación de estos modelos no se ha efectuado
utilizando matrices sintéticas, sino pertenecientes a las colecciones Harwell-
Boeing [20] y NEP [5]. Como consecuencia, las matrices no verifican con
precisión las premisas del modelo, esto es, en general, la dispersión de las en-
tradas en cada diagonal de la banda no tiene por qué ser uniforme, además de
que en muchas matrices hay grupos de elementos fuera de la banda. Por últi-
mo, el tamaño de las matrices de las colecciones suele ser bastante pequeño, lo
cual no favorece la convergencia de un modelo probabiĺıstico como el nuestro.

Los datos de validación de algunas de las pruebas efectuadas se muestran



116 Caṕıtulo 4. Otras distribuciones: matrices banda

Matriz N Nnz W pn Cs Ls K σ ∆

bcsstk03 112 640 15 38.1% 1 4 1 30.49 -2.40
bcsstk03 112 640 15 38.1% 1 4 2 1.15 -0.16
bcsstk03 112 640 15 38.1% 1 4 4 0.00 -0.12
bcsstk09 1083 18437 125 13.6% 1 4 1 4.23 0.82
bcsstk09 1083 18437 125 13.6% 1 4 2 0.62 0.34
bcsstk09 1083 18437 125 13.6% 8 4 1 2.46 -0.05
bcsstk09 1083 18437 125 13.6% 4 8 2 1.15 -0.13
bcsstm10 1086 22092 75 27.1% 1 4 1 33.19 -3.81
bcsstm10 1086 22092 75 27.1% 1 4 4 0.61 -0.55
bcsstm10 1086 22092 75 27.1% 2 4 2 0.70 -0.11
bcsstm10 1086 22092 75 27.1% 4 8 2 0.351 -0.01
cry10000 10000 49699 201 2.5% 1 4 1 4.11 1.45
cry10000 10000 49699 201 2.5% 1 4 4 0.68 -0.01
cry10000 10000 49699 201 2.5% 1 8 1 53.07 -4.12
cry10000 10000 49699 201 2.5% 16 4 2 0.22 -0.22
cry10000 10000 49699 201 2.5% 32 8 2 0.10 -0.25
lnsp3937 3937 25407 168 3.8% 1 4 1 8.09 -0.38
lnsp3937 3937 25407 168 3.8% 2 8 2 2.59 -0.12
lnsp3937 3937 25407 168 3.8% 16 16 2 0.16 -0.02

Cuadro 4.6: Desviación del modelo para el producto matriz dispersa banda
no uniforme-vector.
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Matriz Orden Nnz W pn H Cs Ls K σ ∆

bcsstk21 3600 26600 251 2.9% 100 1 4 1 0.60 1.40
bcsstk21 3600 26600 251 2.9% 100 1 8 1 16.54 -3.11
bcsstk21 3600 26600 251 2.9% 100 1 8 2 2.86 0.50
bcsstk21 3600 26600 251 2.9% 100 16 4 2 0.28 0.01
bcsstk21 3600 26600 251 2.9% 100 16 8 1 0.35 0.38
bcsstk21 3600 26600 251 2.9% 100 32 8 2 0.01 -0.01
gr 30 30 900 7744 63 13.7% 100 1 4 2 1.41 0.24
gr 30 30 900 7744 63 13.7% 100 1 8 2 1.83 0.53
gr 30 30 900 7744 63 13.7% 100 2 8 2 0.87 0.09
gr 30 30 900 7744 63 13.7% 100 8 8 4 0.00 -0.01
gr 30 30 900 7744 63 13.7% 100 16 4 1 35.63 2.22
gr 30 30 900 7744 63 13.7% 100 32 8 2 24.00 8.73
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 1 8 1 20.98 -4.28
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 1 8 4 0.49 -0.03
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 4 4 2 1.37 -0.61
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 4 4 4 0.12 -0.26
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 4 8 1 1.87 0.32
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 4 8 2 1.38 -0.58
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 32 8 1 0.28 -0.06

Cuadro 4.7: Desviación del modelo para el producto matriz dispersa banda
no uniforme-matriz densa con orden JIK.

en la tabla 4.6. En este caso se obtuvo un error medio para la predicción del
modelo del 1.21 % y siendo la desviación t́ıpica media del 5.09%.

4.2.2. Producto matriz dispersa-matriz densa: orden
JIK

Al igual que ocurŕıa en el caso de las matrices con una banda uniforme,
el modelado de este algoritmo requiere las mismas modificaciones que el del
producto matriz dispersa-vector.

Validación

De las combinaciones de los parámetros de entrada comprobadas para
este algoritmo se obtuvo una media del 1.74 % para el valor absoluto del
error cometido por los modelos, en tanto que la desviación t́ıpica media fue
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del 10%. La tabla 4.7 muestra los datos de validación para algunas combi-
naciones.

4.2.3. Producto matriz dispersa-matriz densa: orden
IKJ

Matriz D

El modelado de la matriz D explicado en la sección 4.1.3 es válido para
el caso de bandas no uniformes. No obstante, en muchas matrices de las
colecciones reales la mayoŕıa de las diagonales que contienen elementos se
encuentran agrupadas. El estudio de la topoloǵıa de las matrices para adap-
tarse a esta variación tan frecuente se aleja del caso general que estamos
intentando modelar, si bien puede recomendarse un modelado distinto para
la matriz D en este caso. Se ha comprobado que en la mayoŕıa de las matrices
reales se obtiene una estimación mejor calculando el número de fallos como:

FD =
MH

Ls

+

(
NnzH − MH

Ls

)
Sint D0 (4.24)

en donde a los fallos intŕınsecos les sumamos los debidos a las interferencias.
El vector de área de interferencia se estima mediante la siguiente expresión:

Sint D =
(β − 1)Sra(H, 1,M) + S ′ra(H, 1,M)

β
∪

Sr(H, 1, N) ∪ Ss(1) ∪ Ss(1)

(4.25)

en donde, comparando con la aproximación presentada en el apartado 3.4.3
tenemos un solo tipo de vector de área de interferencia, ya que el agru-
pamiento de las posiciones con entradas impide saber el número aproximado
de elementos no nulos que generan referencias a las ĺıneas de una fila de la
matriz densa que han sido accedidas en la iteración previa del bucle en K

sin un estudio más detallado de dichos grupos. Este vector utiliza siempre
como vector de área de interferencia cruzada generada por B Sr(H, 1, N) por
ser el que corresponde a entradas que están cercanas y que será el que se
dará con más frecuencia. También se optimiza el cálculo del vector de área
de auto-interferencia, pues sabemos que de los β accesos que se generarán
en cada fila de la matriz dispersa a una fila de la matriz D, uno (el primero)
será del tipo modelado por S ′ra, mientras que los restantes corresponderán a
las auto-interferencias que se generan al acceder exactamente a las posiciones
de la fila considerada (Sra).
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N (i)
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Figura 4.10: Un grupo L de Ls columnas consecutivas junto a los ND(j)
grupos a su derecha y los NI(i) a su izquierda que pueden ser referenciados
durante el procesamiento entre las filas i y j de la banda de L.

Matriz B

El modelado de los accesos a ĺıneas de B que son los primeros en darse
durante una iteración dada del bucle en I requerirán cambios de la misma
naturaleza que los experimentados por el modelado del vector X en el pro-
ducto matriz dispersa-vector. No obstante, el hecho de que B se acceda por
filas dificultará en gran medida el cálculo del conjunto de ĺıneas que pueden
provocar interferencias con una de la fila que estamos considerando, y que es
necesario ahora efectuar al no tener todas las filas la misma probabilidad de
acceso. Esto es, L(i, j) deberá calcularse por separado para cada una de las
ĺıneas que conforman una fila de la matriz B. Una vez estimado el promedio
de este valor para las H ĺıneas de una fila, puede obtenerse el vector de área
de auto-interferencia de forma análoga a la explicada en la sección 4.2.1. Al
igual que ocurŕıa alĺı, las interferencias cruzadas no se ven afectadas por la
modificación del patrón de dispersión de los elementos no nulos en la matriz
dispersa.

Para obtener L(i, j) estudiaremos las H ĺıneas de una fila comprobando

las ND(j) =
⌊

j−2
Ls

⌋
ĺıneas que hay a la derecha (con ı́ndice superior) y las

NI(i) =
⌊

W+Ls−2−i
Ls

⌋
que hay a la izquierda (precediéndola) de cada ĺınea en

cada columna de la matriz B para calcular cómo interactúan las ĺıneas que
constituyen las filas a las que corresponden con las de la fila considerada.
La figura 4.10 ilustra esta situación, mostrando que son las únicas ĺıneas con
probabilidad de acceso durante el procesamiento comprendido entre las filas
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i y j de la banda. El algoritmo seguido para efectuar esta estimación es el
siguiente:

1. Numeramos las ĺıneas de cada columna de la matriz de 0 a bM/Lsc, y
las de la matriz completa, considerándola por filas, de 0 a b(MH)/Lsc.

2. Se elige como fila de ĺıneas a estudiar la correspondiente a la fila central
de la matriz, que comenzará por tanto en la ĺınea L1 = bM/(2Ls)c.
En pasos sucesivos se irán seleccionando las ĺıneas de la forma Lz =
bM/2+(z−1)M

Ls
c, z = 1, . . . , H.

3. El conjunto de ĺıneas de la matriz que recaen en el mismo conjunto
puede calcularse como:

LCTz = {u/(u− Lz) mód Nk = 0, 0 ≤ u ≤ b(MH)/Lsc} (4.26)

Ahora bien, tal como se ha dicho, sólo las NI(i) ĺıneas que preceden a
una de la fila que estudiamos en su columna o las ND(j) que la siguen
pueden realmente generar interferencias en el intervalo de ejecución
considerado. Por tanto podemos reducir más el conjunto real de ĺıneas
que pueden generar interferencias:

LCRz = {u/u ∈ LCTz,

máx{0, L1 −NI(i)} ≤ Ind(u) ≤ mı́n{bM/Lsc, L1 + ND(j)}
(4.27)

en donde Ind(a) es el ı́ndice de la ĺınea a relativo al comienzo de la
columna a la que pertenece, es decir,

Ind(a) =

⌊
a− N

Ls

⌊
aLs

N

⌋⌋
(4.28)

4. Las expresiones de las probabilidades de acceso para las ĺıneas corre-
spondientes a los grupos de Ls filas accesibles son (4.19) para las que se
encuentran a la derecha y (4.20) para las que se hayan a la izquierda;
si bien ahora l no precisa ser multiplicado por Nk. El motivo es que en
este caso estamos tratando con ĺıneas consecutivas, en lugar de ĺıneas
separadas por intervalos de Nk ĺıneas, que era el caso del producto
matriz dispersa-vector. Por este motivo, en el cálculo de los ĺımites de
los productos l no será multiplicado por Csk sino por Ls. Aśı pues, ya
podemos calcular Lz(i, j) para la ĺınea que estamos estudiando como:

Lz(i, j) =#{u/u ∈ LCRz, Ind(u) = L1} − 1+

{PI(L1−Ind(u))(i, j)/u ∈ LCRz, Ind(u) < L1}+
{PD(Ind(u)−L1)(i, j)/u ∈ LCRz, Ind(u) > L1}

(4.29)
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Matriz Orden Nnz W pn H Cs Ls K σ ∆

bcsstk21 3600 26600 251 2.9% 100 1 4 1 2.77 -1.97
bcsstk21 3600 26600 251 2.9% 100 1 8 1 2.61 -0.60
bcsstk21 3600 26600 251 2.9% 100 1 8 2 0.08 0.01
bcsstk21 3600 26600 251 2.9% 100 16 4 2 20.32 -0.44
bcsstk21 3600 26600 251 2.9% 100 16 8 1 74.62 7.26
bcsstk21 3600 26600 251 2.9% 100 32 8 2 6.32 -0.26
gr 30 30 900 7744 63 13.7% 100 1 4 2 6.00 -5.07
gr 30 30 900 7744 63 13.7% 100 1 8 2 3.11 1.14
gr 30 30 900 7744 63 13.7% 100 2 8 2 36.82 -4.88
gr 30 30 900 7744 63 13.7% 100 8 8 4 32.79 -14.27
gr 30 30 900 7744 63 13.7% 100 16 4 1 61.50 7.77
gr 30 30 900 7744 63 13.7% 100 32 8 2 5.16 0.27
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 1 8 1 5.51 -2.31
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 1 8 4 0.11 0.00
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 4 4 2 12.60 0.72
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 4 4 4 14.02 0.11
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 4 8 1 52.23 -3.11
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 4 8 2 32.02 -7.21
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 32 8 1 114.18 -0.89

Cuadro 4.8: Desviación del modelo para el producto matriz dispersa banda
no uniforme-matriz densa con orden IKJ.

es decir, una probabilidad de acceso uno para todas las que pertenecen
a un mismo grupo de filas, por lo que se suma la cardinalidad de di-
cho conjunto, y la probabilidad obtenida mediante las fórmulas arriba
referenciadas para las ĺıneas de los grupos que las preceden o que las
siguen y que pueden haberse accedido.

Tras repetir el proceso anterior para las H ĺıneas de una fila, L(i, j) se
estimará como la media aritmética de los valores obtenidos.

Validación

De las casi tres mil combinaciones de los parámetros de entrada com-
probadas para este algoritmo se obtuvo una media del 6.87% para el valor
absoluto del error cometido por los modelos, en tanto que la desviación t́ıpica
media alcanzó el 19.02 %. La tabla 4.8 muestra los datos de validación para
algunas combinaciones. Puede observarse que para algunas combinaciones se
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dan desviaciones importantes con respecto a la media, si bien son notoria-
mente inferiores a la desviación t́ıpica. El error viene dado por los redondeos
cometidos al calcular el conjunto de ĺıneas que generan interferencias con una
dada, producidos por el hecho de que N , en general, no es múltiplo de Ls.
Por ello las ĺıneas con el mismo ı́ndice relativo en las diferentes columnas no
contienen elementos asociados a las mismas columnas de la matriz dispersa,
simplificación realizada en el modelado.

4.2.4. Producto matriz dispersa-matriz densa: orden
IJK

Matriz D

El modelado de esta matriz se mejoró en 4.1.4 para que presentase un-
os resultados mejores en el caso de bandas reducidas y/o matrices con un
número de columnas reducido. Este modelado se basaba en la consideración
de que durante el procesamiento de una fila de la matriz dispersa se acced́ıa
aproximadamente a W/Lsp grupos de Ls filas de la matriz densa B. Dichos
accesos se divid́ıan entre los correspondientes a las columnas posteriores a
la considerada de la matriz D en una iteración dada, y los asociados a las
columnas precedentes en la iteración siguiente, que podŕıan corresponder, en
general a grupos distintos. En el caso que nos ocupa ahora, esta uniformidad
en el reparto de las entradas en una fila no es asumible.

Una forma de estimar el reparto de probabilidad del acceso a cada ĺınea
correspondiente a cada grupo de Ls posiciones en una fila de la matriz dis-
persa es, considerando que cada fila puede generar accesos a unas Nl fila =
d(W + Ls − 1)/Lse ĺıneas, estimar la probabilidad de acceso a cada ĺınea i
como:

Pi =
1

Ls

W−(i−2)Ls−2∑

j=máx{0,W−(i−1)Ls−1}
pj (4.30)

A partir de estas probabilidades podŕıamos estimar el número de grupos de
Ls filas accedidos como

∑Nl fila

i=1 Pi en lugar de como W/Lsp en la aplicación
de la expresión (4.5). Los resultados obtenidos son aceptables, si bien, en las
matrices reales los fenómenos comentados en el modelado de la matriz pro-
ducto en el apartado precedente pueden provocar desviaciones importantes
en bandas reducidas y cuando el área de la caché afectada por los accesos a
B durante el procesamiento de una fila de la matriz dispersa es relativamente
pequeña.
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Una aproximación mixta que mejora los resultados para estos casos es
efectuar una simulación del acceso a H regiones de la matriz densa B sep-
aradas por N posiciones y constando cada una de Nl fila ĺıneas, es decir, el
área afectada por los accesos a la matriz durante el procesamiento de una fila
de la matriz dispersa. Dicha simulación usaŕıa un único vector CV con una
posición por conjunto de la caché (Nk) inicializado a ceros. El conjunto de
inicio de la región i-ésima se calcula como:

Ii = (iN/Ls) mód Nk, i = 0, . . . , H − 1 (4.31)

y en cada región se suma a las posiciones Ii, (Ii+1) mód Nk, . . . , (Ii+Nl fila−
1) mód Nk del vector CV los valores P1, P2, . . . , PNl fila

respectivamente. Al
final tendremos en cada posición asociada a cada conjunto de la caché el
número medio aproximado de ĺıneas que recaeŕıan sobre él en este acceso.
Por tanto, el vector de área de interferencia cruzada asociado al acceso a B

se estima como:

SB =
1

Nk

Nk−1∑
i=0

Ss(CV (i)Csk) (4.32)

Matriz B

Al igual que ocurrió en la adaptación de los modelos originales a matrices
banda uniformes, los cambios requeridos en el modelado de este vector son
análogos en el orden IKJ, anteriormente explicado, y el IJK.

Validación

De las combinaciones de los parámetros de entrada comprobadas para
este algoritmo se obtuvo una media del 11.37% para el valor absoluto del
error cometido por los modelos, en tanto que la desviación t́ıpica media al-
canzó el 11.53%. La tabla 4.9 muestra los datos de validación para algunas
combinaciones.

4.2.5. Trasposición de una matriz dispersa

El modelado de este algoritmo para matrices banda con dispersiones no
uniformes lo aproximaremos empleando el modelado correspondiente a ma-
trices banda uniformes descrito en 4.1.5 para buena parte de los cálculos, es
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Matriz Orden Nnz W pn H Cs Ls K σ ∆

bcsstk21 3600 26600 251 2.9% 100 1 4 1 6.00 5.17
bcsstk21 3600 26600 251 2.9% 100 1 8 1 1.26 6.56
bcsstk21 3600 26600 251 2.9% 100 1 8 2 0.12 4.51
bcsstk21 3600 26600 251 2.9% 100 16 4 2 10.86 6.26
bcsstk21 3600 26600 251 2.9% 100 16 8 1 47.62 -7.68
bcsstk21 3600 26600 251 2.9% 100 32 8 2 5.41 0.93
gr 30 30 900 7744 63 13.7 % 100 1 4 2 1.41 0.24
gr 30 30 900 7744 63 13.7 % 100 1 8 2 1.83 0.53
gr 30 30 900 7744 63 13.7 % 100 2 8 2 0.87 0.09
gr 30 30 900 7744 63 13.7 % 100 8 8 4 0.00 -0.01
gr 30 30 900 7744 63 13.7 % 100 16 4 1 35.63 2.22
gr 30 30 900 7744 63 13.7 % 100 32 8 2 24.00 8.73
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 1 8 1 1.54 1.39
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 1 8 4 0.00 -0.07
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 4 4 2 15.03 -1.48
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 4 4 4 9.49 8.71
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 4 8 1 26.32 7.82
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 4 8 2 39.17 -4.23
cry10000 10000 49699 201 2.5% 100 32 8 1 53.28 7.77

Cuadro 4.9: Desviación del modelo para el producto matriz dispersa banda
no uniforme-matriz densa con orden IJK.
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decir, utilizando los valores medios de densidad de la banda pn y de probabil-
idad de que haya una entrada en un grupo de Ls posiciones p. En particular
este uso se efectuará en el cómputo de los vectores de área de interferencia
cruzada, reservando el uso de expresiones que tienen en cuenta la distribu-
ción no uniforme de las entradas para el cálculo de algunos vectores de área
de auto-interferencia y, especialmente, las probabilidades, de forma similar a
como se hizo en el apartado 4.2.1.

Vectores AT y CT

Una vez más explicaremos aqúı las modificaciones para el vector AT, siendo
análogas las que requiere CT. En primer lugar, dado G = dLs/(Nnz/N)e,
el número de grupos de elementos asociados a una columna por ĺınea de
caché redondeado hacia arriba, calcularemos una serie de probabilidades de
acceso p′i a una ĺınea de AT durante el procesamiento de W + G− 1 filas de
la matriz dispersa. Este cálculo se efectúa de forma totalmente análoga a la
explicada para pi, i = 1, . . . ,W + Ls − 1 en (4.16) sustituyendo Ls por G.

La probabilidad de acierto en un acceso que es el primero a una ĺınea du-
rante el procesamiento de una fila de la matriz dispersa se calculará siguiendo
una estructura semejante a la vista en la sección 4.2.1 para la del vector X,
es decir, obtendremos la probabilidad de acierto durante el procesamiento de
la j-ésima fila de una banda de la matriz dispersa mediante:

Pac AT(j) =

j−1∑
i=1

p′i

j−1∏

k=i+1

(1− p′k)(1− Sint AT0(i, j)) (4.33)

obteniendo posteriormente Pac AT como una media ponderada de Pac AT(j)
para j = 1, . . . , W +G−1 donde el peso de cada probabilidad es precisamente
la probabilidad de que en la fila correspondiente se acceda a la ĺınea de AT,
tal como se hizo en (4.22).

Respecto a los componentes de Sint AT, el vector de área de interferen-
cia cruzada lo estimaremos de forma idéntica a la explicada para el caso de
una banda uniforme, mientras que para la auto-interferencia seguiremos la
aproximación descrita para el vector X en 4.2.1. En este caso, habrá ND(j) =

b (j−2)(Nnz/N)
Csk

c ĺıneas accesibles a la derecha y NI(i) = b (W+G−2−i)(Nnz/N)
Csk

c
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ĺıneas a la izquierda, con unas probabilidades de acceso respectivas

PDlNk/(Nnz/N)(i, j) = 1−
j−lCsk/(Nnz/N)−1∏

k=máx{1,i−lCsk/(Nnz/N)}
(1− pk), l = 1, 2, . . . , ND(j) (4.34)

PIlNk/(Nnz/N)(i, j) = 1−
mı́n{W+G−1,j−lCsk/(Nnz/N)}∏

k=i+lCsk/(Nnz/N)+1

(1− pk), l = 1, 2, . . . , NI(i) (4.35)

a partir de las cuales se extrae L(i, j), y de éste Sauto AT de la misma forma
que en el apartado 4.2.1.

Por último, la construcción del cálculo de la probabilidad de reuso se ha
hecho de forma análoga a la explicada para el vector X en 4.2.1, por lo que
adaptaremos también la estructura del cálculo de FAT para que tenga una
forma similar a (4.23):

FAT =
W+G−1∑

j=1

p′j
Nnz

Ls

(1− Pac AT) +

(
Nnz −

W+G−1∑
j=1

p′j
Nnz

Ls

)
Sint K AT0 (4.36)

Vector RT

El modelado de este vector siempre se ha realizado siguiendo el del vector
X en el producto matriz dispersa-matriz densa por tener el mismo patrón de
acceso en los anidamientos segundo y cuarto del algoritmo de trasposición,
con lo que las modificaciones que requerirá su modelado en dichos anidamien-
tos serán idénticas a las comentadas en el apartado 4.2.1. La única salvedad
residirá, como siempre, en la necesidad de considerar el tamaño r que tienen
los componentes de este vector, al tratarse de enteros y en el cálculo de la
probabilidad de acierto en un reuso en el primer acceso a una ĺınea durante
la ejecución del bucle, inexistente para X. Además, calcularemos pri para
i = 1, 2, . . . , W + Ls/r − 1, las probabilidades de acceder a una ĺınea de RT

durante cada fila de una banda. De nuevo, el mecanismo es el visto en (4.16)
con el reemplazo de Ls por Ls/r.

A fin de estimar Pac ext RT2(i), habremos de tener en cuenta la diferente
probabilidad de acceso que puede darse para cada fila de la matriz dispersa,
con lo que su expresión pasará a ser:

Pac ext RT2(i) =

Filas(i,M)∑
j=1

j−1∏

k=1

(1− prk)(1− Sint ext RT20
(i, j + Primera(i)− 1))

Filas(i,M)
(4.37)
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El componente de interferencia cruzada de Sint ext RT2 se estimará de la
misma forma que en el apartado 4.1.5. El de auto-interferencia está más afec-
tado por la distribución de las entradas en la banda, pasando Sint ext RT2(i, j)
a adoptar el valor:

Sint ext RT2(i, j) =Ss(b(Nl RT − 1− i)/NkcCsk)∪
bi/Nkc∪

z=1
Sl


Csk, 1−

Filas(i−zNk,j)∏

k=1

(1− prk)


∪

Ss((j − 1/2)βr)

(4.38)

Validación

Los datos de validación de algunas de las pruebas efectuadas se muestran
en la tabla 4.10. En este caso se obtuvo un error medio para la predicción
del modelo del 3.25%, siendo la desviación t́ıpica media del 9.21%. En es-
ta ocasión encontramos en la tabla algunos porcentajes de error del modelo
superiores a la desviación t́ıpica asociada. El motivo es una simplificación
en el modelado de AT y CT. En los modelados presentados en los aparta-
dos 3.6.3 y 4.1.5 se teńıa en cuenta la posibilidad de que Nnz/N fuese mayor
que Ls. En este caso una ĺınea de estos vectores sólo experimenta accesos
durante el procesado de una porción de la banda, puesto que los elementos
pertenecientes a una columna de la matriz dispersa se extienden sobre varias
ĺıneas. Sin embargo, en este apartado hemos hecho un modelado más simple
en el que hemos considerado que cada ĺınea del vector AT tiene asociada du-
rante todo el procesamiento de la banda G = dLs/(Nnz/N)e columnas, o lo
que es lo mismo, grupos de elementos accesibles. La simplificación sistemati-
za el modelado del comportamiento del vector a partir del modelado para el
vector X en el apartado 4.2.1, pero da lugar a una sobreestimación del número
de fallos al considerar que la ĺınea es accesible durante el procesado de toda
la banda. A fin de reducir el error, en la implementación del modelo hemos
considerado que si Nnz/N < Ls sólo hay probabilidad real de acceso en las
primeras f filas tales que

∑f
i=1 p′i ≤ Ls. Esta distribución de probabilidad

será aproximadamente correcta para la primera de las ĺıneas que contienen los
elementos de una columna de la matriz dispersa, pero puede ser totalmente
diferente de las que pueden tener las restantes debido a la irregularidad de
la banda. De ah́ı que pese a lograr reducir sustancialmente el error, puedan
generarse desviaciones importantes en algunos casos.
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Matriz N Nnz W pn Cs Ls K σ ∆

bcsstk03 112 640 15 38.1% 1 4 1 13.44 1.10
bcsstk03 112 640 15 38.1% 1 4 2 4.18 0.46
bcsstk03 112 640 15 38.1% 1 4 4 1.66 0.17
bcsstk09 1083 18437 125 13.6% 1 4 1 6.73 -13.58
bcsstk09 1083 18437 125 13.6% 1 4 2 4.38 -16.24
bcsstk09 1083 18437 125 13.6% 8 4 1 4.97 -6.84
bcsstk09 1083 18437 125 13.6% 4 8 2 5.74 -9.01
bcsstm10 1086 22092 75 27.1% 1 4 1 3.44 -6.17
bcsstm10 1086 22092 75 27.1% 1 4 4 1.74 -13.73
bcsstm10 1086 22092 75 27.1% 2 4 2 2.10 -9.88
bcsstm10 1086 22092 75 27.1% 4 8 2 4.84 -4.89
cry10000 10000 49699 201 2.5% 1 4 1 6.06 6.28
cry10000 10000 49699 201 2.5% 1 4 4 0.00 7.89
cry10000 10000 49699 201 2.5% 1 8 1 20.32 -0.70
cry10000 10000 49699 201 2.5% 16 4 2 1.04 0.34
cry10000 10000 49699 201 2.5% 32 8 2 5.23 -1.91
lnsp3937 3937 25407 168 3.8% 1 4 1 15.17 -5.40
lnsp3937 3937 25407 168 3.8% 2 8 2 23.02 4.64
lnsp3937 3937 25407 168 3.8% 16 16 2 9.10 -1.38

Cuadro 4.10: Desviación del modelo para la trasposición de una matriz banda
no uniforme.



Caṕıtulo 5

Una aproximación al modelado
automático para patrones de
acceso regulares

En los caṕıtulos precedentes se ha desarrollado una estrategia de modela-
do basada en los principios explicados en el caṕıtulo 2. Para cada algoritmo
estudiado se ha construido un modelo de fallos de la caché siguiendo una
estrategia común que ha sistematizado en gran medida el proceso de mode-
lado. Consideramos que una automatización de la estimación de fallos de la
caché como la que pretendemos mostrar aqúı podŕıa ser de gran interés para
su integración en herramientas de optimización. Abordar esta tarea de au-
tomatización para códigos con patrones de acceso irregulares forma parte del
trabajo futuro. Un posible enfoque para ello seŕıa la utilización de las técni-
cas de emparejamiento de patrones de forma similar a la empleada en [31],
[12] para identificar la estructura de los accesos generados por los patrones
irregulares y aplicar las fómulas que hemos desarrollado en función de los
patrones detectados. Sin embargo, los conceptos básicos de modelado intro-
ducidos en el caṕıtulo 2 nos han posibilitado dar un primer paso en este
sentido, asentando las bases para el tratamiento de códigos con patrones reg-
ulares. Una revisión de la bibliograf́ıa revela que incluso para patrones de
acceso regulares hay muy pocos modelos anaĺıticos cuya automatización se
haya intentado [24], y su ámbito de aplicación es más restringido que el que
presentamos aqúı.

Analizaremos primero las construcciones más comunes en códigos den-
sos, para después considerar posibles variantes de éstas en orden creciente de
complejidad de modelado. En concreto, comenzaremos por estudiar el mod-

129
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DO IZ=1, NZ, LZ

...

DO I1=1, N1, L1

DO I0=1, N0, L0

A(fA1(IA1), fA2(IA2), ..., fAdA(IAdA))

...

B(fB1(IB1), fB2(IB2), ..., fBdB(IBdB))

...

END DO

...

C(fC1(IC1), fC2(IC2), ..., fCdC(ICdC))

...

END DO

...

END DO

Figura 5.1: Código tipo del modelado de códigos densos

elado de anidamientos perfectos con una sola referencia por estructura de
datos, para luego considerar la posibilidad de que haya varias referencias por
estructura. Finalmente se considerarán los anidamientos no perfectos y el
reuso de datos entre bucles consecutivos.

5.1. Ámbito inicial del modelado

Consideraremos accesos a matrices de dimensiones arbitrarias en las que
cada dimensión está indexada por una función af́ın de una de las variables
que enmarcan la referencia, no pudiendo aparecer una misma variable en el
indexado de más de una dimensión. Esta última restricción se hace con el
objeto de modelar accesos secuenciales o con una distancia (stride) constante
entre regiones de palabras consecutivas accedidas, que son los que hemos
venido considerando como regulares. En cuanto a los bucles, tendrán un
número de iteraciones predeterminado y que será el mismo en cada nueva
iniciación del bucle, perteneciendo pues al tipo del bucle DO de FORTRAN.
Finalmente, se permitirá el uso de bloques al ser una de las técnicas más
comunes de optimización del acceso a memoria.
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5.1.1. Anidamientos perfectos de bucles

Para explicar la automatización del modelado del comportamiento de
las referencias, comenzaremos por considerar un grupo genérico de bucles en
FORTRAN perfectamente anidados como los que muestra la figura 5.1. A fin
de facilitar su referencia, numeramos los bucles desde cero, partiendo del más
interno. En la figura vemos que los bucles tienen un tamaño predeterminado
de Ni/Li iteraciones independiente de los restantes bucles. En este lenguaje,
sabemos que la referencia a un elemento de la matriz A:

A(fA1(IA1), fA2(IA2), ..., fAdA(IAdA))

accede a una posición de memoria que se calcula como:

PosA +

dA∑
x=1

(
fAx(IAx)

x−1∏
j=1

dAj

)
(5.1)

donde PosA es la dirección base de la matriz A, dA es su número de dimen-
siones y dAj el tamaño de la dimensión j.

Las funciones en los ı́ndices de las referencias constarán de una constante
multiplicada por una de las variables de los bucles que encierran la referencia,
más otra constante, es decir, serán funciones afines de la forma:

fAx(IAx) = ∆AxIAx + KAx, x = 0, 1, . . . , dA (5.2)

lo cual es con diferencia la situación más habitual. No obstante, en nuestra
exposición obviaremos las constantes ∆Ax que pueden multiplicar las vari-
ables en los ı́ndices, pues su tratamiento seŕıa análogo al que daremos a los
pasos, Li, en los bucles. Su consideración exigiŕıa simplemente tener en cuen-
ta que en aquellos puntos donde se calcule la región afectada por los accesos
de la referencia, en lugar de considerar que la distancia entre dos puntos de la
dimensión x es SAx, como haremos en lo sucesivo, la distancia seŕıa ∆AxSAx.

5.1.2. Ecuaciones del número de fallos

Sea Fi(R, p) el número de fallos sobre la referencia R en el nivel i con
probabilidad de fallos p al acceder por primera vez a una ĺınea de la matriz.
Para calcular el número de fallos en el acceso a una matriz determinada A

por parte de una referencia R, iremos recorriendo los bucles del más interno
conteniendo la referencia a estudiar, al más externo, aplicando la siguiente
regla en cada nivel:
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1. Si la variable del bucle es una de las utilizadas en los ı́ndices de la
referencia, pero no la correspondiente a la primera dimensión, la función
que proporciona el número de fallos en la ejecución completa del bucle
del nivel i en función de la probabilidad p será:

Fi(R, p) =
Ni

Li

Fi−1(R, p) (5.3)

Esta aproximación se basa en la hipótesis de que la primera dimensión
de cualquier matriz va a ser mayor o igual que el tamaño de la ĺınea de
la caché. Esto podŕıa no ser cierto en el caso de cachés de segundo nivel
o inferiores con un tamaño de ĺınea grande y matrices de dimensiones
reducidas, pero la conjunción de ambos factores da lugar a tasas de
fallos muy pequeñas en las que el error producido es mı́nimo y las
ventajas del análisis mediante el modelo automatizado, discutibles.

2. Si la variable del bucle no es ninguna de las empleadas en los ı́ndices
de la referencia, el bucle es de reuso para la referencia que estamos
estudiando. En este caso el número de fallos en el nivel se calcula como:

Fi(R, p) = Fi−1(R, p) +

(
Ni

Li

− 1

)
Fi−1(R,S0(A, i, 1)) (5.4)

donde S(Matriz, i, n) es el vector de área de interferencia que repre-
senta las ĺıneas que pueden provocar interferencias con una cualquiera
de la matriz Matriz tras n iteraciones del bucle del nivel i. La fun-
ción (5.4) expresa el hecho de que en la primera iteración el bucle no
influye en el número de fallos que se den sobre la matriz A, viniendo
éste determinado por la probabilidad p calculada externamente. En las
restantes iteraciones, sin embargo, accederemos a las mismas regiones
de la matriz por la forma en la que hemos construido el código, con lo
que el vector de área de interferencia en los primeros accesos a cada
ĺınea de esta región estará compuesto por el total de elementos accedi-
dos durante una iteración de este bucle de reuso.

3. Si la variable del bucle es la utilizada en la función que indexa la primera
dimensión de la matriz, en el caso de que Li ≥ Ls se procede como en el
caso 1, ya que cada referencia se producirá a una ĺınea diferente, como
alĺı. En otro caso tenemos:

Fi(R, p) =
Ni

Ls

Fi−1(R, p) +

(
Ni

Li

− Ni

Ls

)
Fi−1(R, S0(A, i, 1)) (5.5)

es decir, la probabilidad de fallo en el primer acceso a cada ĺınea ref-
erenciada vendrá dada por la probabilidad p calculada externamente.



5.1. Ámbito inicial del modelado 133

Los restantes accesos se efectúan a ĺıneas referenciadas en la iteración
previa del bucle del nivel i, con lo que el vector de área de interferencia
será el correspondiente a una iteración de este bucle.

En el primer nivel conteniendo la referencia se considera que Fi−1(R, p), el
número de fallos de la referencia en el nivel inmediatamente inferior, adopta
el valor p. Una vez calculada la fórmula para el bucle más externo, el número
de fallos se calculará como Fz(R, 1), lo cual asume que no hay porciones de
la matriz en la caché cuando se inicia la ejecución del código.

5.1.3. Cálculo de los vectores de área de interferencia

El cálculo de los vectores de área de interferencia S(Matriz, i, n) se efectúa
de forma automática analizando las referencias, de forma que:

si la variable empleada en el indexado de una dimensión Ih, h < i, se
asigna a esa dimensión un recorrido de Nh/Lh puntos con una distancia
entre ellos de Lh puntos de la dimensión.

si por el contrario h > i, se asigna un único punto en la dimensión.

por último, si h = i, se asignan n puntos en la dimensión con una
distancia Li.

Hay una excepción a esta regla. Cuando la variable de la dimensión que se
está considerando Ih pertenece a un bucle que es de reuso para la referencia
cuyo número de fallos deseamos calcular, y no hay ningún bucle que no sea
de reuso para la referencia entre el del nivel i (sin incluir) y el h, sólo se
considera un punto de la dimensión gobernada por Ih.

Tras un análisis de este tipo, el área de la matriz A afectada por los accesos
generados por la referencia R durante una iteración del bucle i constaŕıa de
NRi1 regiones de una palabra en la primera dimensión, con una distancia entre
cada par de regiones de LRi1 palabras. A su vez, en la segunda dimensión se
habrán dado accesos en NRi2 de sus componentes, con una distancia constante
entre puntos de acceso de LRi2 grupos de dA1 palabras (tamaño de la primera
dimensión), y aśı sucesivamente. De esta forma esta área se podŕıa representar
como:

RRi = ((NRi1, LRi1), (NRi2, LRi2), . . . , (NRidA
, LRidA

)) (5.6)

Las figuras 5.2 y 5.3 ilustran esta idea para una matriz bidimensional. El
área aśı trazada tendrá t́ıpicamente forma de acceso secuencial o de acceso a
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Ri1

Ri2 Ri2

DO I=1, 19, 1

DO J=1, 24, 6

DONE

DONE

. . .

. . .

. . .

. . .

DONE

DO K=1, 100

A(J,I)=I+J

REAL A(24,19)
. . .

L   =1N   =19

N  =4
Ri1

L   =6

Figura 5.2: Descripción del área regular accedida de una matriz bidimensional
A durante una iteración del bucle en K, en el i-ésimo nivel del anidamiento.

DO I=1, 19, 3

Ri2 Ri2

DO J=1, 24, 6

DONE

DONE

. . .

. . .

. . .

. . .

DONE

DO K=1, 100

A(J,I)=I+J

REAL A(24,19)
. . .

L   =3N   =7

N  =4
Ri1

L   =6
Ri1

Figura 5.3: Descripción del área no regular accedida de una matriz bidi-
mensional A durante una iteración del bucle en K, en el i-ésimo nivel del
anidamiento.
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varios grupos de elementos consecutivos separados por distancias constantes.
Ambos accesos han sido modelados ya para el cálculo de su vector de área
como auto-interferencias (referencia que se está analizando) o interferencias
cruzadas (las restantes), por lo que no entraremos aqúı en su modelado. Por
ejemplo, el área mostrada en la figura 5.2 vendŕıa modelada por el vector de
área de interferencia Sr(NR = 76, TR = 1, LR = 6), cuyo cálculo se detalla en
el apartado 2.3.5. En esta expresión tenemos que:

el valor NR, el número de regiones accedidas, se obtiene como el pro-
ducto de los NRij para j = 1, 2, . . . , dA,

el tamaño TR de cada región accedida es una única palabra, ya que
estamos tratando una sola referencia,

la distancia entre regiones, LR, viene dada por el valor de LRij para el
menor j tal que NRij 6= 1 multiplicado por el tamaño de las dimensiones
inferiores a j.

En el caso de que LRij = 1, utilizariamos un modelado completamente
anaĺıtico, al tratarse de un acceso secuencial a NR elemenentos, que se modela
mediante el vector de área de interferencia Ss(NR) (ver apartado 2.3.1).

En el caso de que el área no correspondiese a una región regular como
las comentadas (como ocurre por ejemplo en el código de la figura 5.3) se
procedeŕıa al cálculo del vector de área mediante una simulación del acceso.
A fin de mejorar el tiempo del modelado automático, cuando se calcula el
vector de área de un determinado patrón, se lo almacena en una tabla para
obtenerlo inmediatamente en caso de que haya posteriores requerimientos del
analizador de modelar ese patrón.

5.1.4. Posiciones relativas de las estructuras de datos

El análisis automático de un código podŕıa darse en circunstancias en
las que se conociesen las direcciones de inicio de las estructuras de datos
referenciadas en él. En este caso, a fin de aumentar la precisión del mode-
lo, tendremos en cuenta las posiciones relativas de las matrices con respecto
a la que se está estudiando al realizar la operación de unión de sus corre-
spondientes vectores de área. Dadas dos matrices A y B, cuyos componentes
pueden asociarse a TA y TB conjuntos de la caché, respectivamente, definimos
el coeficiente de solapamiento entre ambas como:

Sol(A, B) =
NkCom(A, B)

mı́n{Nk, TA/Ls}mı́n{Nk, TB/Ls} (5.7)
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donde Com(A, B) es el número de conjuntos de la caché que pueden recibir
ĺıneas de ambas matrices, y cuyo calculo depende tanto de sus tamaños como
de sus posiciones de inicio. Recuérdese que Nk es el número de conjuntos de
que consta la caché. El número de conjuntos de la caché que pueden contener
elementos de una matriz M se calculará como:

TM = mı́n

{
Nk,

∏dM

i=1 dMj

Ls

}
(5.8)

En cuanto al cálculo de Com(A, B), partirá de la obtención del primer y del
último conjunto de la caché que son referenciables para cada una de las ma-
trices. Llammemos CM y FM al primer y último conjuntos, respectivamente,
a los que podrá afectar la matriz M. Dada la matriz A, si TA = Nk, entonces
el primer conjunto al que podrá afectar será CA = 0 y el último será FA =
Nk − 1. En caso contrario, los obtendremos como CA = PosA mód Nk y
FA = (CA + TA − 1) mód Nk. Lo mismo cabe decir para la estructura de
datos B.

Una vez conocidos estos conjuntos, calculamos el número de conjuntos
compartidos por ambas estructuras de datos mediante el algoritmo descrito
en la figura 5.4.

A la hora de añadir un vector de área SB(i) al vector de área de interfer-
encia con la matriz A, se realiza el escalado:

S ′Bj
(i) = Sol(A, B)SBj

(i), 0 ≤ j < K

S ′BK
(i) = 1−∑K−1

j=0 S ′Bj
(i)

(5.9)

5.1.5. Referencias secuenciales en traslación

Por su reducido coste computacional y su eficiencia en la mejora del error,
en el caso de que tanto la matriz cuyo número de fallos se está estudiando
como aquella cuya probabilidad de interferencia se desea calcular tienen un
acceso secuencial, estando sus referencias en traslación1, se utiliza un proced-
imiento completamente diferente. Este procedimiento se basa en el cálculo del
número medio de ĺıneas l de interferencia por referencia descrito en la figu-
ra 5.5. Una vez conocido este valor, el vector de área correspondiente puede
calcularse como Ss(lCsk). El algoritmo tiene en cuenta las posiciones relativas
de las matrices, con lo que no requiere el uso del coeficiente de solapamiento.

A continuación explicamos el significado de las variables Prst, xabs y su
variable asociada x que aparecen en el citado algoritmo. Definimos Prst(aabs, babs)

1las referencias sólo se diferencian en las constantes sumadas a los ı́ndices de los bucles
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si FB ≥ CB entonces
si FA ≥ CA entonces

Com(A, B) = máx{0, mı́n{FA, FB} −máx{CA, CB}+ 1}
sino

Com(A, B) = máx{0, FB −máx{CA, CB}+ 1}+
máx{0, mı́n{FA, FB} − CB + 1}

fin si
sino

si FA ≥ CA entonces
Com(A, B) = máx{0, FA −máx{CA, CB}+ 1}+

máx{0, mı́n{FA, FB} − CA + 1}
sino

t = Nk −máx{CA, CB}+ mı́n{FA, FB}+ 2
si CB < FA entonces

Com(A, B) = t + FA − CB + 1
sino

si FB > CA entonces
Com(A, B) = t + FB − CA + 1

fin si
fin si

fin si
fin si

Figura 5.4: Algoritmo de estimación del número de conjuntos compartidos
por dos estructuras de datos A y B.
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como la probabilidad de que un acceso a una referencia que en una iteración
cualquiera de los bucles accede a la posición babs provoque interferencias con
un acceso a otra referencia que en esa misma iteración accede a la posición
aabs, siendo ambas referencias secuenciales en traslación. A su vez, definimos
como capa de la caché la superficie correspondiente a la consideración de una
sola ĺınea por cada conjunto de la caché, es decir, un área de Csk = NkLs posi-
ciones. En primer lugar, pasaremos de posiciones de memoria a posiciones
en una capa de la caché obteniendo a = aabs mód Csk y b = babs mód Csk.
Debido a la naturaleza circular de los accesos secuenciales a la caché (tras
acceder el conjunto Nk − 1 se accede al 0), para poder calcular de forma
directa la distancia entre los dos puntos de acceso, si a < Ls y b > Csk−Ls, a
se incrementará en Csk unidades; y rećıprocamente, si b < Ls y a > Csk−Ls,
b será incrementado en Csk unidades. La probabilidad, Prst(aabs, babs), de que
los accesos a la referencia que afecta a babs (b en la caché) interfieran con la
de aabs (a en la caché), se calcula como:

Prst(aabs, babs) =





Ls−(b−a)
Ls−1

si b > a y (b− a) < Ls
Ls−1−(a−b)

Ls−1
si a ≥ b y (a− b) < Ls − 1

0 en otro caso

(5.10)

El algoritmo descrito en la figura 5.5 calcula el promedio de ĺıneas l que
la referencia secuencial que accede al intervalo de posiciones consecutivas
[cabs, fabs] en el bucle considerado aporta a la interferencia con la referencia
que comienza su intervalo correspondiente de acceso en la posición qabs.

5.1.6. Blocking

El anidamiento que hemos estudiado hasta ahora no considera construc-
ciones como la mostrada en la figura 5.6. Esta construcción se encuentra de
forma t́ıpica cuando aplicamos una técnica de transformación de bucles tan
extendida como el blocking.

En lo referente al cálculo de los vectores de área S(Matriz, i, n), cuando se
considera la dimensión de una matriz sobre la que se ha efectuado un blocking
(indexada por Ij en este ejemplo), caben las siguientes posibilidades:

1. Si i ≤ j, sólo se accede a un punto en esa dimensión.

2. Si j < i < h, se accede a Lh/Lj puntos con distancia Lj.

3. Si i = h, se accede a nLh/Lj puntos con una distancia Lj.
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q = qabs mód Csk

c = cabs mód Csk

f = fabs mód Csk

d = (f − c + 1) mód Csk

l = b(f − c)/Cskc
si c ≤ f entonces

si (q ≥ c o q = (c− 1) mód Csk) y q ≤ f entonces
l = l + 1
si (d = 0) entonces

l = l + Prst(q, f)
fin si

sino
l = l + máx{Prst(q, c), Prst(q, f)}

fin si
sino

si q ≥ (c− 1) entonces
l = l + 1 + Prst(q, f)

sino
si q ≤ f entonces

l = l + 1 + Prst(q, c)
sino

l = l + Prst(q, c) + Prst(q, f)
fin si

fin si
fin si

Figura 5.5: Algoritmo de estimación del número de ĺıneas que una referencia
secuencial aporta a otra.

DO Ih=1, Nh, Sh

...

DO Ij=Ih, Ih+Sh-1, Sj

...

END DO

...

END DO

Figura 5.6: Construcción t́ıpica de bucles con blocking
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4. Si h < i, se accede a Nh/Lj puntos con una distancia Lj.

teniendo también en cuenta la excepción de cuando el bucle es de reuso para
la matriz cuyo número de fallos se va a calcular.

El uso del blocking también debe tenerse en cuenta a la hora de calcular
el coeficiente de solapamiento entre dos matrices durante la ejecución de un
bucle dado, puesto que la matriz sobre la que se efectúa el blocking no es acce-
dida en la totalidad de su área. En la práctica en estos casos hemos estimado
el coeficiente de solapamiento como la media aritmética de los coeficientes
de solapamiento que se pueden calcular para cada uno de los bloques en que
se pueden descomponer las dos matrices implicadas en el cálculo.

En cuanto al cálculo de la ecuación del número de fallos para la referencia
R en cada iteración de un bucle como el h, que gobierna un blocking, se obtiene
como:

Fh(R, p) =
Nh

Lh

Fh−1(R, p) (5.11)

puesto que iteraciones diferentes referenciarán áreas diferentes de la matriz.

5.2. Referencias múltiples a una estructura

de datos

Una vez contemplado el comportamiento de una única referencia a una
estructura de datos dada en un anidamiento de bucles, automatizaremos el
análisis para algoritmos densos en los que hay varias referencias a algunas
de las matrices o vectores. Estos accesos se diferencian t́ıpicamente en el
uso de una constante sumada en una de las dimensiones. En un anidamiento
perfecto estarán localizados en el mismo nivel. Aqúı consideraremos este caso
restringiéndonos en primer lugar al más habitual, aquél en el que la constante
aparece siempre en la misma dimensión, es decir, referencias del tipo A(...,

Ii+Ki1, ...), A(..., Ii+Ki2, ...) manteniéndose iguales las expresiones
de las restantes dimensiones. Posteriormente veremos cómo se modelan casos
en los que hay diferencias en varias dimensiones.

5.2.1. Formulación del número de fallos en la dimen-
sión donde difieren las referencias

En este caso ordenaremos las < referencias en orden decreciente del valor
de la constante Kij (Ki1 > Ki2 > · · · > Ki<) y modelaremos la primera
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de la forma descrita hasta el momento. Para cada de una de las siguientes
referencias modelaremos de la misma forma todos los bucles excepto el cor-
respondiente a Ii. En este caso aplicaremos un algoritmo, que depende de la
diferencia entre el valor de la constante para la referencia analizada anteri-
ormente y la actual (δ = Ki(j−1) −Kij).

Las referencias difieren en el indexado de la primera dimensión

Sea ε = mcd(Ls, Li), el acceso a lo largo de este bucle puede considerarse
como G = (Niε)/(LiLs) grupos de Li/ε ĺıneas, en donde cada referencia
accede Ls/ε posiciones diferentes. Estas posiciones pueden clasificarse de la
siguiente forma:

Hay Nmisma = máx{0, Ls−δ−p+ε−1
ε

} posiciones donde en la misma it-
eración tanto la referencia actual como la analizada anteriormente acce-
den a la misma ĺınea, siendo p la dirección del primer acceso módulo ε,
es decir, la menor de las posiciones relativas en una ĺınea de la caché que
corresponde a un acceso generado por la referencia que estamos estu-
diando. Para estos accesos la probabilidad de fallo depende sólo de los
accesos entre ambas referencias en la misma iteración.

En la notación introducida hasta este momento en este apartado para
referirnos al cálculo de los vectores de área de interferencia sólo se
hab́ıan considerado iteraciones completas de bucles de cierto nivel.
Aqúı es preciso considerar dos referencias R1 y R2, situadas en un
bucle de nivel i, y calcular el vector de área de interferencia S ′(R1, R2)
asociado a las referencias que pueda haber entre ambas durante una
iteración de dicho bucle.

Tenemos Npropia = máx{0, Ls−Li−p−máx{Nmisma−1,0}ε+ε−1
ε

} posiciones en
las que la referencia analizada accede a una ĺınea que ha sido tráıda a
la caché en la iteración anterior, pero que no ha sido accedida durante
la iteración actual por la referencia que la precede (la que tiene la
constante inmediatamente mayor). En ellas la probabilidad de fallo
corresponde al primer componente del vector de área de interferencia
correspondiente a una iteración completa del bucle estudiado.

En las restantes Ls/ε−Nmisma−Npropia posiciones la linea accedida ha
sido accedida por la referencia anterior hace δ/ máx{Li, Ls} iteraciones
del bucle.



142 Caṕıtulo 5. Una aproximación al modelado automático para patrones de acceso regulares

Por otra parte, hay δ/ máx{Li, Ls} posiciones que nunca son accedidas
por la referencia anterior, con lo que el número de fallos sobre cada una de
ellas puede estimarse como Fi−1(Rj, p).

Aśı pues, la fórmula para el número de fallos generados por la referencia
Rj en el bucle i que indexa la primera dimensión y que es en la que se dan
las distintas constantes que distinguen las referencias sobre la estructura de
datos a la que accede Rj es:

Fi(Rj, p) =NmismaS
′(Rj−1, Rj) + NpropiaS0(A, i, 1)+(

Ls

ε
−Nmisma −Npropia

)
S0

(
A, i,

δ

máx{Li, Ls}
)

+

δ

máx{Li, Ls}Fi−1(Rj, p)

(5.12)

Las referencias difieren en el indexado de otra dimensión

En este caso caben dos posibilidades:

1. Si δ mód Li = 0, la referencia accederá a la misma ĺınea que la referencia
precedente en el ordenamiento exactamente δ/Li iteraciones después
del bucle. Por tanto la fórmula del número de fallos será:

Fi(Rj, p) =
Ni − δ

Li

Fi−1(Rj, S0(A, i, δ/Li)) +
δ

Li

Fi−1(Rj, p) (5.13)

2. En caso contrario nunca accederán a la misma ĺınea, con lo que la
fórmula se expresa como:

Fi(Rj, p) =
Ni

Li

Fi−1(Rj, p) (5.14)

Por otra parte, a fin de reducir las tasas de error en el caso de que la
primera dimensión de la matriz, dA1, sea menor que el tamaño de la ĺınea,
Ls, cuando la distancia entre las posiciones accedidas por las referencias,
δdA1, es también menor que Ls, la fórmula del cálculo del número de fallos
sobre el bucle k que gobierna la primera dimensión se modifica aśı:

Fk(Rj, p) =
Nj

Ls

Fk−1(Rj, p) +

(
Nj

Lj

− Nj

Ls

)
δdA1

Ls

Fk−1(Rj, S0(A, j, 1)) (5.15)
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L   =6

Ri2 Ri2

DO I=1, 16, 3

. . .

. . .
DO K=1, 100

DONE

. . .
DONE

DONE

. . .

A(J,I+1)=J-I

A(J,I)=I+J

A(J+1,I)=I*PI

DO J=1, 24, 6

. . .
REAL A(24,19)

N   =7

N  =4
Ri1

Ri1

L   =3

Figura 5.7: Porciones de una matriz bidimensional A con múltiples referencias
que han resultado accedidas durante una iteración del bucle en K.

5.2.2. Referencias que difieren en varias dimensiones

Si hay varias dimensiones con diferencias en las constantes sumadas a las
variables que las gobiernan, las referencias se ordenan en orden decreciente
de la posición a la que acceden, como se haćıa en la sección 5.2.1. También
de la misma forma, la primera referencia se procesa como si fuese la única.
Las posteriores se procesan aplicando las fórmulas vistas en los apartados
anteriores y considerando como única dimensión que vaŕıa con respecto a
la referencia precedente en el ordenamiento la mayor de las que difieren.
Esta estrategia simplifica el tratamiento del problema permitiendo buenas
aproximaciones cuando las variaciones introducidas por las diferencias de
las constantes en las dimensiones menores son mucho menores que la que
produce la primera dimensión con diferencias, lo cual, por otra parte, es lo
más habitual.

5.2.3. Cálculo de vectores de área

La existencia de múltiples referencias a una estructura de datos hace más
compleja la representación del área a la que dichas referencias pueden afectar,
pues el patrón es mucho menos regular, como muestra la figura 5.7. Afortu-
nadamente patrones como los de la figura no son los más habituales. Dado que
en la gran mayoŕıa de los códigos los accesos regulares o bien son puramente
secuenciales o bien constan de regiones accedidas separadas por distancias
constantes, extenderemos la notación introducida en el apartado 5.1.3 para
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incluir un nuevo parámetro: el número TRi de palabras consecutivas acce-
didas en la primera dimensión de que consta la región correspondiente a la
referencia R en el nivel de anidamiento i. No consideramos aqúı la posibil-
idad de accesos a puntos consecutivos en otras dimensiones separados por
otros puntos no accedidos, que daŕıa lugar a un parámetro de este tipo para
cada dimensión, porque este acceso no correspondeŕıa a ninguno de los mod-
elados en este trabajo. No obstante, esta posibilidad podŕıa considerarse en
implementaciones más genéricas.

No obstante, el analizador automático obtiene la representación de la
totalidad del área afectada por los accesos generados por las diferentes refer-
encias a la matriz a partir precisamente de la adición de las regiones afectadas
por los accesos de cada referencia. En este proceso se debe tener en cuenta
el solapamiento que se puede dar entre ellas en las dimensiones donde las
referencias pueden dar lugar a reuso de ĺınea de caché. Por ello una vez que
se calculan las regiones de una matriz afectadas por todas las referencias a
la misma, el analizador habrá de compararlas intentando fusionarlas para no
contar como fuente de interferencia varias veces aquellas ĺıneas que se vean
afectadas por más de una referencia en la misma matriz. Si se verifican las
condiciones que hemos impuesto en las diferencias entre las referencias, que
por otra parte son las más t́ıpicas, el analizador será capaz de fusionarlas en
una forma regular como la descrita.

Para facilitar el proceso de fusión de las regiones, además de los parámet-
ros introducidos en la sección precedente para describir la región afectada
por una referencia R en el nivel i del anidamiento, RRi, el área asociada se
identificará mediante la posición de la primera palabra QR que contiene, cal-
culada aplicando (5.1) para el menor valor de cada una de las variables que
se utilizan en el indexado de las dimensiones de la matriz en la referencia
estudiada. En el proceso usaremos la terna

Rext ri = (Qr, Tri,Rri) (5.16)

para representar la región obtenida tras la unión de las áreas asociadas
a las referencias 1 a r, ambas incluidas. Inicialmente haremos Rext 1i =
(QR1 , 1,RR1i). Para r = 2, . . . ,<, donde < es el número total de referen-
cias sobre la matriz estudiada, se aplicará el siguiente algoritmo:

1. Si Qr ≤ QRr ≤ Qr + Tri + Ls − 2, T(r+1)i = máx{Tri, QRr −Qr + 1}.

2. Si Qr−Ls + 1 ≤ QRr ≤ Qr + Tri− 1, Qr+1 = mı́n{Qr, QRr} y T(r+1)i =
Qr + Tri −Qr+1.
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3. Para obtener un patrón regular es necesario que sólo haya distancias en-
tre regiones accedidas en una de las dimensiones de la matriz. Aśı pues,
en el caso de que las áreas no sean fusionables en los accesos asociados
a la primera dimensión de la matriz, que son los casos contemplados en
los dos puntos anteriores, detectaremos la dimensión en la que se da el
salto como:

Dsalto = mı́n

{
j, 1 ≤ j ≤ dA/

|QRr −Qr|
Tac(A, j)

≤ dAj

}
(5.17)

donde Tac(A, j) es el tamaño acumulativo de las dimensiones inferiores
a la j para la matriz A, es decir,

Tac(A, j) =

j−1∏

k=1

dAk (5.18)

En el caso de que NRriDsalto
= dADsalto

no es necesario modificar el
número de puntos de que consta la región en la dimensión del salto,
puesto que se la recorre por completo. No obstante, dado que se per-
miten variaciones en el tamaño y punto de inicio de la región accedida
en la primera dimensión, deben fusionarse las regiones recalculando el
punto de inicio del área global como:

Qr+1 =PosA +

⌊
mı́n{Qr, QRr}
Tac(A, Dsalto)

⌋
Tac(A, Dsalto)+

mı́n{(Qr − PosA) mód dA1, (QRr − PosA) mód dA1}
(5.19)

y actualizando consecuentemente el tamaño de la región accedida en la
primera dimensión como:

T(r+1)i = máx{(Qr + Tri − 1− PosA) mód dA1,

(QRr − PosA) mód dA1} −Qr+1

(5.20)

En otro caso, consideraremos la diferencia en puntos de la dimensión
entre los puntos de inicio de la región acumulada y la correspondiente
a la referencia estudiada:

Qdist =

∣∣∣∣
⌊

Qr − PosA

Tac(A, Dsalto)

⌋
−

⌊
QRr − PosA

Tac(A, Dsalto)

⌋∣∣∣∣ (5.21)

Si Qdist mód LRriDsalto
6= 0 no tendŕıamos, en general, un acceso a

regiones separadas por una distancia constante, situación que como
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hemos mencionado, no consideraremos aqúı por requerir una simulación
para calcular su vector de área asociado y por su infrecuencia. Única-
mente en el caso de que hubiese LRriDsalto

referencias con constantes de
desplazamiento 0, 1, . . . , LRriDsalto

−1 podŕıamos unificarlas en un acce-
so a regiones separadas por una distancia constante, ya que se accedeŕıa
a NRriDsalto

LRriDsalto
puntos consecutivos en la dimensión. En este caso

calculaŕıamos el nuevo valor para Q(r + 1) y T(r+1)i de la forma expli-
cada arriba y modificaŕıamos NRiDsalto (r+1)

y LRiDsalto (r+1)
para hacerlos

adoptar los valores NRriDsalto
LRriDsalto

y 1, respectivamente.

Por otro lado, si Qdist mód LRriDsalto
= 0, la distancia entre las dos

regiones se recorre en Qdist/LRriDsalto
iteraciones del bucle que controla

la dimensión donde se da el salto. Sea

NR miniDsalto
=

{
NRriDsalto

si QRr < Qr

NRiDsalto r
en caso contrario

(5.22)

si Qdist/LRriDsalto
> NR miniDsalto

, las regiones no llegan a alcanzarse, con
lo que no debe realizarse ningún tipo de fusión. Es el único caso en el que
podŕıamos tener varias regiones para una estructura de datos. En caso
contrario recalculamos Qr y Tri según (5.19) y (5.20), respectivamente,
y modificamos NRiDsalto r

sumándole Qdist/LRriDsalto
.

El procedimiento de unión de las áreas asociadas a las referencias re-
querirá una sola iteración sobre el conjunto de referencias si éstas las orde-
namos bien en orden creciente bien en orden decreciente de su dirección de
inicio QRr . Además el ordenamiento permite simplificar los pasos del algorit-
mo donde se debe comparar Qr con QRr .

5.3. Anidamientos no perfectos y reuso de

datos entre bucles

Las aplicaciones reales no están formadas por un único conjunto de bucles
perfectamente anidados, sino que constan de muchos conjuntos de bucles los
cuales pueden tener en cada nivel varios bucles a su vez. Por otra parte, las
matrices serán accedidas en diversos grupos de bucles, habiendo una proba-
bilidad de acierto en el reuso de ĺıneas previamente accedidas. Aunque no se
ha implementado el análisis automático de estos códigos, si podemos indicar
la forma de modelarlos.

En nuestro modelo, basado en la extracción de la fórmula del número de
fallos para una referencia en un nivel dado de un bucle y en el cálculo de
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DO I(j+1)=1, N(j+1), S(j+1)

DO Ij0=1, Nj0, Sj0

...

A(fA01(IA01), ..., fA0dA(IA0dA))

...

END DO

...

DO Ij1=1, Nj1, Sj1

...

A(fA11(IA11), ..., fA1dA(IA1dA))

...

END DO

...

...

DO Ijn=1, Njn, Sjn

...

A(fAn1(IAn1), ..., fAndA(IAndA))

...

END DO

END DO

Figura 5.8: Código con múltiples referencias a una matriz

la probabilidad de fallo en el acceso a una ĺınea de la matriz estudiada en
ese bucle, consideramos que dentro de un conjunto de bucles perfectamente
anidados sólo puede haber referencias a una matriz dada en uno de los niveles.
En general, cuando esto no es aśı en un código, sólo hay acceso a la matriz en
el mayor de los niveles en los que se la referencia, efectuándose las referencias
en los niveles inferiores mediante el acceso a un registro. De esta forma, desde
el punto de vista de los accesos a la caché, nuestra hipótesis es cierta.

Aśı pues, la existencia de anidamientos no perfectos en el nivel donde se
encuentra la referencia que estamos analizando o los inferiores, influirá única-
mente en el cálculo del vector de área de las interferencias. Se analizarán las
referencias internas a dichos bucles para calcular la forma de las regiones a
que acceden en las matrices correspondientes y se las intentará fusionar con
regiones de las mismas matrices que hubieran podido ser accedidas en otros
bucles internos al nivel estudiado, de forma similar a como se ha comentado
en el apartado anterior.
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Al considerar niveles superiores, cabe la posibilidad de que se acceda a
la matriz que se está estudiando en varios de los bucles que contienen. Esta
situación puede describirse en general mediante el código de la figura 5.8.

En este caso, y dado que el análisis se efectúa partiendo del bucle más
interno que contiene la referencia hacia afuera, aplicaŕıamos las estrategias
descritas hasta el momento para calcular el número de fallos sobre las refer-
encias a la matriz A en los anidamientos de los bucles jk con k = 0, 1, . . . , n.
Hemos visto en la sección 5.1.2 que el cálculo de la expresión del número de
fallos para una referencia R en un nivel de anidamiento dado i, Fi(R, p) se
construye a partir de los parámetros de dicho bucle (Ni y Li), de la expre-
sión para el número de fallos en el nivel inferior, Fi−1(R, p), y de S0(A, i, 1), el
vector de área de interferencia sobre la estructura de datos en una iteración
del bucle i. En este caso, al contener el nivel j + 1 no un único anidamiento
de nivel j sino n, el cálculo de Fj+1 requerirá unas consideraciones diferentes
según el bucle al que pertenezca cada referencia.

Para las referencias R en el interior de los anidamientos jk con k > 0, se
adopta como valor para el número de fallos que generan durante una iteración
completa en el bucle de nivel j la siguiente constante:

Fj(R, p) = Fjk(R, (S(A, j(k − 1), Nj(k−1)/Lj(k−1))∪
Ṡ(j(k − 1), jk))0)

(5.23)

es decir, el número de fallos será el que viene dado por la expresión para el bu-
cle correspondiente estimando la probabilidad de fallo al acceder a una ĺınea
de la estructura de datos en el momento de entrar en dicho bucle. La esti-
mación más sencilla es aproximar dicha probabilidad por la interferencia gen-
erada durante la ejecución del bucle precedente S(A, j(k−1), Nj(k−1)/Lj(k−1))
más la de los posibles bucles que pudiera haber entre el j(k−1) y el jk en los
que no se referenciase la estructura de datos estudiada. Hemos introducido
la notación Ṡ(j(k−1), jk) para representar el vector de área de interferencia
cruzada generado por los accesos que pueda haber entre la finalización de la
ejecución del bucle j(k − 1) y el de inicio del bucle jk.

Esta aproximación es buena si el anidamiento jk contiene al menos un
bucle de reuso para las referencias a la estructura A o si las estructuras
referenciadas y el orden de acceso a sus componentes (en especial los de A)
es similar en los bucles j(k − 1) y jk. En caso contrario la precisión podŕıa
verse seriamente afectada, requiriéndose un análisis de la probabilidad como
los empleados por ejemplo en el modelado de la trasposición de una matriz
dispersa, donde se calculaba la probabilidad de acierto en el reuso para cada
ĺınea del vector RT desde su último acceso en el bucle precedente hasta el
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primer punto de acceso en el bucle analizado. Esta última técnica sólo hemos
podido aplicarla por ahora de forma manual.

Para las referencias en el interior del anidamiento j0, Fj(R, p) no puede
venir dado por una constante, pues al ser el primero contenido en el nivel
j + 1 dependerá de las probabilidades en bucles externos o precedentes. En
este caso será simplemente Fj0(R, p). No obstante, al calcular la probabilidad
de acierto en los reusos en el interior del bucle j +1, se estimará S(A, j +1, 1)
como S(A, jn, 1) ∪ Ṡ(jn, j0), ya que en realidad sólo será necesario tener
en cuenta las interferencias desde el último de los anidamientos donde la
matriz o vector A resulta accedido. Las observaciones sobre la validez de la
aproximación son las mismas que en el caso anterior.

5.4. Verificación del modelado automático

Se ha implementado un analizador autómatico basado en este modelo
que recibe la descripción del código mediante llamadas a funciones. La im-
plementación acepta vectores y matrices bidimensionales accedidas en bucles
perfectamente anidados y proporciona funciones para permitir el modelado
de códigos con anidamientos no perfectos permitiendo combinar las funciones
de número de fallos y vectores de áreas que corresponden a los anidamien-
tos perfectos que puedan contener, que son los que se pueden calcular sin
intervención del usuario.

Los parámetros de entrada al programa son los siguientes:

Descriptores de la caché: Cs, Ls y K.

Profundidad de anidamiento, y para cada nivel:

• número de iteraciones.

• paso.

• bucle del que depende en un blocking, en caso de haberlo.

Número de estructuras de datos empleadas, y para cada una:

• Dirección base.

• Número de dimensiones.

• Tamaño de cada dimensión.

Número de referencias, y para cada referencia:
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• Tipo de acceso (lectura o escritura), aun cuando ambos se modelen
de la misma forma al asumir una caché de postescritura. Este dato
seŕıa de interés al modelar cachés de escritura directa, posibilidad
que el modelo soporta aplicando las modificaciones explicadas en
el apartado 3.7.8.

• Identificador de la estructura de datos a que está asociado.

• Indicador del bucle al que está asociado la variable que indexa
cada dimensión.

• Valor de la constante que puede estar sumada a la variable en la
función que indexa cada dimensión.

Como puede observarse este sencillo analizador no permite, por ejemplo,
espeficicar el orden en el que se realizan las referencias en un cierto nivel
de anidamiento, constantes para multiplicar las variables que controlan las
dimensiones de las matrices en las referencias o anidamientos no perfectos,
aunque permite un modelado mixto de éstos. No obstante, soporta una buena
parte de los códigos densos, y como hemos comentado, estas tres limitaciones
no requieren modificaciones del modelo de análisis automático propuesto, sino
del analizador concreto que hemos construido. El motivo de las limitaciones
de la implementación es que sólo se ha realizado a fin de demostrar la validez
del modelo de análisis, no de aplicarla en un entorno real. Nuestro objetivo es
integrar el modelado automático en un entorno real de análisis de códigos, el
cual es capaz de proporcionar los datos que utiliza la implementación actual
y los que aún no soporta sin requerir ningún tipo de intervención del usuario,
y de forma que dicho entorno sea capaz de adoptar decisiones sobre la forma
del código, las localizaciones de las estructuras de datos empleadas, etc. en
función de los datos que proporcione el análisis.

El analizador aśı construido se ha aplicado a seis códigos densos a fin de
verificar su validez:

el producto matriz densa-matriz densa con orden JIK (figura 5.9).

un código de Stencil (figura 5.10).

el método de resolución de ecuaciones diferenciales parciales de Jacobi
con acceso por columnas (figura 5.11).

el producto matriz densa-matriz densa con orden IKJ con un blocking
sobre las dimensiones J y K (figura 5.12).
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DO J=0, N-1

DO I=0, N-1

R=0.0

DO K=0, N-1

R=R+A(I,K)*B(K,J)

ENDDO

D(I,J)=R

ENDDO

ENDDO

Figura 5.9: Producto matriz densa-matriz densa con orden JIK.

DO I=1, N-1

DO J=1, N-1

A(J,I) = A(J,I+1)

+ B(J,I) + B(J+1,I)

+ C(I,J) + C(I+1,J)

ENDDO

ENDDO

Figura 5.10: Código de Stencil.

una extensión del código anterior añadiendo anidamientos no perfectos
al hacer una copia con trasposición del bloque a multiplicar de la matriz
densa (figura 5.13).

un código de resolución de ecuaciones diferenciales parciales simples
extráıdo del programa Ocean que utiliza el método de Gauss-Seidel
accediendo por filas (figura 5.14).

A fin de simplificar la validación hemos condiderado r = 1 y matrices
cuadradas de orden N . Para los tres primeros códigos se comprobaron casi
mil combinaciones de los parámetros de entrada con valores de N = 25 a
400, y 2400 para los dos códigos con blocking usando matrices de tamaño
N = 200 o N = 400. Para cada combinación se realizaron veinte simula-
ciones modificando en cada una las direcciones base de las matrices, excepto
para las matrices grandes del código producto matriz densa-matriz densa op-
timizado, donde se efectuaron quince simulaciones debido a su elevado coste
computacional.
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DO J=2, N-1

DO I=2, N-1

VXN(I,J) = (c0 * VXO(I,J) + dty2 * (VXO(I-1,J) + VXO(I+1,J))

+ dtx2 * (VXO(I,J+1) + VXO(I,J-1))

- dtx * (PO(I,J) - PO(I,J-1)) - c1) * IVX(I,J)

VYN(I,J) = (c0 * VYO(I,J) + dty2 * (VYO(I-1,J) + VYO(I+1,J))

+ dtx2 * (VYO(I,J+1) + VYO(I,J-1))

- dty * (PO(I-1,J) - PO(I,J)) - c2) * IVY(I,J)

ENDDO

ENDDO

Figura 5.11: Método de Jacobi bidimensional.

DO J2=1, N, BJ

DO K2=1, N, BK

DO I=1, N

DO K=K2, K2+BK

RA=A(I,K)

DO J=J2, J2+BK

D(I,J) = D(I,J) + B(K,J) * RA

ENDDO

ENDDO

ENDDO

ENDDO

ENDDO

Figura 5.12: Producto matriz densa-matriz con blocking perfectamente anida-
do.
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DO J2=1, N, BJ

DO K2=1, N, BK

DO J=J2, J2+BJ

DO K=K2, K2+BK

WB(J-J2+1, K-K2+1) = B(K,J)

ENDDO

ENDDO

DO I=1, N

DO K=K2, K2+BK

RA=A(I,K)

DO J=J2, J2+BK

D(I,J) = D(I,J) + WB(J-J2+1,K-K2+1) * RA

ENDDO

ENDDO

ENDDO

ENDDO

ENDDO

Figura 5.13: Producto matriz densa-matriz con blocking y copia con trasposi-
ción del bloque.

E=0

WHILE (E.EQ.0)

D=0

DO I=2, N-1

DO J=2, N-1

T = A(I,J)

A(I,J) = 0.2 * (T + A(I,J-1) + A(I-1,J)

+ A(I,J+1) + A(I+1,J))

D = D + ABS(A(I,J)-T)

ENDDO

ENDDO

IF (D/(N*N)<TOL) E=1

ENDWHILE

Figura 5.14: Código de resolución de ecuaciones diferenciales parciales medi-
ante el método de Gauss-Seidel.
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Dado que en este caso el algoritmo de modelado emplea también co-
mo entrada la posición de inicio de las estructuras de datos, utilizaremos
como indicador de error para cada combinación de parámetros de entrada
(excluyendo las posiciones iniciales), la media aritmética del valor absoluto
del error obtenido para cada simulación. Este error se expresa, como hemos
venido haciendo, como el porcentaje que la diferencia entre el número total
de fallos predichos y el de medidos supone sobre el número total de fallos
medidos.

Las medias del error del total de combinaciones probadas para cada códi-
go han resultado ser el 2.44 % para el producto matriz densa-matriz densa,
2.68 % para el código de Stencil, 2.46% para el método de Jacobi bidimen-
sional, 5.79% para el producto matriz densa-matriz densa con blocking y
5.96 % para el producto matriz densa-matriz densa con copia y trasposición
del bloque. La desviación t́ıpica respectiva media del número de fallos medi-
dos en las simulaciones de cada combinación de los parámetros de entrada
modificando las posiciones de inicio de las estructuras de datos para cada
algoritmo ha sido 4.7%, 2.22%, 2.73 %, 10.65 % y 11.25 %, respectivamente.

Mención aparte merece la simulación del último código, que al emplear
una única matriz, no precisa de varias simulaciones para cada combinación de
los parámetros de entrada: no puede haber cambios en el número de fallos al
modificar la posición de inicio de la matriz, pues sólo hay auto-interferencias.
En este caso además tenemos un código en el que un bucle como los mode-
lados por el algoritmo, de tipo DO, está incluido en un bucle de tipo WHILE

cuyo número de iteraciones desconocemos. Por ello hemos modelado el com-
portamiento del código en una iteración de este último bucle usando más de
7500 combinaciones de los parámetros de entrada y obteniéndose de ellas un
error medio de 2.8%. Posteriormente se efectuaron 2400 simulaciones usando
2, 3, 5, 10 y 25 iteraciones del bucle, consiguiendo un error medio del 3.7%.

Las tablas 5.1 a 5.6 muestran los datos obtenidos para la validación de los
algoritmos probados con algunas de las combinaciones de sus parámetros de
entrada. En este caso hemos incluido el tamaño de las matrices en unidades
y hemos empleado matrices de dimensiones inferiores a las empleadas en la
validación de los códigos dispersos. El motivo ha sido el mayor tiempo de
simulación que requieren estos códigos y el mayor espacio que ocupan sus
estructuras en la memoria, que permite generar interferencias con tamaños
menores en las dimensiones. Hemos usado siempre matrices cuadradas, de
forma que N nos da el tamaño de la dimensión de cualquier matriz, excep-
tuando WB en el producto matriz densa-matriz densa más optimizado, que
será BJ ×BK.
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N Cs Ls K σ ∆

50 2 8 2 5.62 4.83
100 16 4 1 22.65 3.30
175 32 4 1 1.48 6.13
200 16 4 1 0.64 0.45
200 8 8 1 1.32 1.59
250 4 8 2 0.95 0.87
250 32 16 2 0.00 0.03
300 1 4 1 0.08 1.26
300 16 4 4 0.00 0.00
375 32 4 4 0.00 0.00
400 8 8 2 0.85 3.01
400 32 8 2 0.75 0.16

Cuadro 5.1: Datos de validación del modelo automatizado para el producto
matriz densa-matriz densa con orden JIK.

N Cs Ls K σ ∆

50 2 8 2 1.06 4.55
100 16 4 1 1.09 1.31
175 32 4 1 6.51 1.38
200 16 4 1 6.02 0.57
200 8 8 1 0.73 11.34
250 4 8 2 10.87 4.23
250 32 16 2 1.81 2.47
300 1 4 1 2.68 2.48
300 16 4 4 0.00 0.44
375 32 4 4 0.00 0.62
400 8 8 2 1.34 2.13
400 32 8 2 0.67 0.16

Cuadro 5.2: Datos de validación del modelo automatizado para el código
Stencil.



156 Caṕıtulo 5. Una aproximación al modelado automático para patrones de acceso regulares

N Cs Ls K σ ∆

50 2 8 2 5.4 5.62
100 16 4 1 20.09 2.62
175 32 4 1 15.87 1.47
200 16 4 1 38.07 1.41
200 8 8 1 13.49 1.25
250 4 8 2 14.47 0.98
250 32 16 2 3.07 1.10
300 1 4 1 24.63 0.97
300 16 4 4 0.00 0.90
375 32 4 4 0.00 0.72
400 8 8 2 15.60 1.18
400 32 8 2 6.64 0.67

Cuadro 5.3: Datos de validación del modelo automatizado para el método de
Jacobi en dos dimensiones.

En la tabla 5.2 pueden apreciarse desviaciones de cierta importancia en
alguna de las combinaciones para el código de Stencil. El origen está en la
simplificación del cálculo de la probabilidad de auto-interferencia en el acceso
a la matriz C. La expresión S ′ra, desarrollada en el apartado 2.3.5, permite
calcular el vector de área de auto-interferencia para regiones separadas por
una distancia constante cuando hay un desfase de una palabra en la posi-
ción de inicio de las regiones que preceden a la que se está considerando con
respecto a la de las regiones que la siguen. Pero esta expresión está desar-
rollada considerando que el acceso se produce en el último punto de cada
región, pues es el que se estudia para calcular el vector de área. Las refer-
encias a la matriz C (C(I,J) y C(I+1,J)) acceden a las posiciones con el
mismo ı́ndice de fila en las columnas que las siguen y a las posiciones con
el ı́ndice de fila inmediatamente mayor para las columnas con ı́ndice inferior
antes de proceder al reuso de la ĺınea que las contiene. Pero el uso de S ′ra es
sólo realmente adecuado para C(I+1,J), pues es la que referencia la última
posición en cada grupo de posiciones consecutivas. El analizador automático
aplica la expresión por igual a ambas referencias, consiguiendo aśı un ahorro
en tiempo, ya que en la segunda aplicación no se calcula su valor sino que se
extrae de la tabla de valores ya calculados. Como contraprestación se genera
un error que puede ser importante en algunos casos.

Los grandes errores que se observan en las tablas 5.4 y 5.5 para algu-
nas combinaciones se deben a la simplicación al estimar el coeficiente de
solapamiento de las matrices que tienen bloques como la media de los coefi-
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N BJ BK Cs Ls K σ ∆

200 100 100 16 8 2 0.74 6.76
200 100 100 256 16 2 50.71 4.11
200 200 100 32 8 1 2.35 1.84
200 200 100 128 8 2 3.65 2.73
200 200 100 128 32 2 117.04 67.36
200 50 200 16 4 1 15.70 1.49
200 100 200 32 8 2 15.35 9.29
200 100 200 64 16 1 83.36 3.33
400 100 100 16 8 2 0.09 3.51
400 100 100 256 16 2 5.30 7.45
400 200 100 32 8 1 0.97 1.55
400 200 100 128 8 2 10.77 6.60
400 200 100 128 32 2 21.35 16.94
400 50 200 16 4 1 0.75 0.63
400 100 200 32 8 2 0.45 0.63
400 100 200 64 16 1 26.90 1.66

Cuadro 5.4: Datos de validación del modelo automatizado para el producto
matriz densa-matriz densa con orden IKJ y blocking.

cientes de solapamiento que se obtienen para cada bloque. La aproximación
correcta seŕıa efectuar el cálculo del número de fallos para cada bloque de
las matrices con su propio coeficiente, y sumarlos. No hemos adoptado esta
poĺıtica porque el tiempo de ejecución del modelado creceŕıa notablemente
y los errores cometidos, aunque importantes, siguen siendo inferiores a la
desviación t́ıpica del número de fallos medidos.

5.5. Tiempos de simulación versus tiempos

de modelado

En el modelado automático, al tiempo requerido para efectuar el mod-
elado en śı es preciso añadirle el del análisis del código y el cómputo de
ecuaciones y regiones que en un modelado manual podŕıan venir insertadas
en el código de modelado por el usuario. Por ello, hemos juzgado conveniente
comparar aqúı el tiempo requerido para efectuar una simulación de uno de
estos algoritmos usando nuestro simulador simplificado, con el tiempo que
requiere el pequeño analizador que hemos implementado. Los resultados, ex-
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N BJ BK Cs Ls K σ ∆

200 100 100 16 8 2 8.16 6.23
200 100 100 256 16 2 4.80 2.73
200 200 100 32 8 1 8.81 6.88
200 200 100 128 8 2 3.60 2.86
200 200 100 128 32 2 93.42 50.00
200 50 200 16 4 1 5.05 4.62
200 100 200 32 8 2 16.24 12.51
200 100 200 64 16 1 33.54 3.31
400 100 100 16 8 2 6.18 4.48
400 100 100 256 16 2 4.01 4.26
400 200 100 32 8 1 1.50 2.65
400 200 100 128 8 2 15.04 5.82
400 200 100 128 32 2 57.06 44.13
400 50 200 16 4 1 1.52 2.02
400 100 200 32 8 2 7.86 5.55
400 100 200 64 16 1 7.40 7.11

Cuadro 5.5: Datos de validación del modelo automatizado para el producto
matriz densa-matriz densa con orden IKJ, blocking y copia con trasposición
del bloque.

N Iteraciones Cs Ls K ∆

50 1 2 8 2 -13.77
100 25 16 4 1 -3.96
175 1 32 4 1 -2.27
200 1 16 4 1 -1.99
200 5 16 4 1 -1.99
250 1 128 8 2 -1.60
300 1 16 4 4 -1.33
300 10 16 4 4 -1.33
400 1 8 8 2 1.24
400 10 8 8 2 1.24
400 1 32 8 2 -1.00
400 25 32 8 2 -1.00
400 1 256 32 4 -1.00
400 25 256 32 4 -1.00

Cuadro 5.6: Datos de validación del modelo automatizado para el código de
resolución de ecuaciones diferenciales mediante el método de Gauss-Seidel.
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N Cs Ls K
Tiempo

simulación
Tiempo
modelo

300 32 4 2 16.41 0.004
300 32 4 4 17.17 0.003
300 32 16 2 15.06 0.004
300 128 4 1 14.23 0.022
300 256 8 2 14.19 0.017
500 32 4 2 76.33 0.004
500 1024 16 2 63.77 0.061

Cuadro 5.7: Tiempos de usuario de la simulación y la ejecución del modelo
para algunos ejemplos de producto matriz densa-matriz densa con orden JIK.

N Cs Ls K
Tiempo

simulación
Tiempo
modelo

300 32 4 2 0.16 0.004
300 32 4 4 0.18 0.003
300 32 16 2 0.14 0.004
300 128 4 1 0.15 0.022
300 256 8 2 0.16 0.017
500 32 4 2 0.45 0.004
500 1024 16 2 0.41 0.058

Cuadro 5.8: Tiempos de usuario de la simulación y la ejecución del modelo
para algunos ejemplos del código de Stencil.

tráıdos del mismo servidor SGI Origin 200 que se utilizó en la sección 3.8,
se muestran en las tablas 5.7 a 5.12. Las tablas se han construido de for-
ma análoga a las del apartado precedente. Puede observarse que tamaños
grandes de caché aumentan en general el tiempo de computación del análi-
sis. Sin embargo, el aumento del tamaño de las matrices tiene un efecto muy
limitado sobre este tiempo.
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N Cs Ls K
Tiempo

simulación
Tiempo
modelo

300 32 4 2 0.47 0.003
300 32 4 4 0.49 0.003
300 32 16 2 0.40 0.003
300 128 4 1 0.43 0.003
300 256 8 2 0.44 0.003
500 32 4 2 1.33 0.003
500 1024 16 2 1.18 0.003

Cuadro 5.9: Tiempos de usuario de la simulación y la ejecución del modelo
para algunos ejemplos del código de Jacobi bidimensional.

N BJ BK Cs Ls K
Tiempo

simulación
Tiempo
modelo

300 100 100 32 4 2 13.60 0.006
300 150 150 32 4 2 14.29 0.006
300 100 100 32 4 4 14.21 0.004
300 100 100 32 16 2 14.10 0.005
300 100 100 128 4 1 13.56 0.040
300 100 100 256 8 2 13.36 0.031
500 100 100 32 4 2 62.93 0.006
500 250 250 32 4 2 75.27 0.006
500 250 500 1024 16 2 63.43 0.111

Cuadro 5.10: Tiempos de usuario de la simulación y la ejecución del modelo
para algunos ejemplos de producto matriz densa-matriz densa con orden IKJ
y blocking.
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N BJ BK Cs Ls K
Tiempo

simulación
Tiempo
modelo

300 100 100 32 4 2 14.72 0.009
300 150 150 32 4 2 15.30 0.009
300 100 100 32 4 4 13.81 0.005
300 100 100 32 16 2 13.32 0.007
300 100 100 128 4 1 14.61 0.058
300 100 100 256 8 2 13.22 0.046
500 100 100 32 4 2 68.00 0.009
500 250 250 32 4 2 80.74 0.009
500 250 500 1024 16 2 67.16 0.165

Cuadro 5.11: Tiempos de usuario de la simulación y la ejecución del modelo
para algunos ejemplos de producto matriz densa-matriz densa con orden IKJ,
blocking y copia con trasposición del bloque.

N Iteraciones Cs Ls K
Tiempo

simulación
Tiempo
modelo

300 10 32 4 2 1.40 0.006
300 10 32 4 4 1.44 0.004
300 10 32 16 2 1.33 0.006
300 20 32 16 2 2.66 0.006
300 10 128 4 1 1.31 0.040
300 10 256 8 2 1.31 0.030
500 10 32 4 2 3.97 0.006
500 20 32 4 2 7.83 0.007
500 10 1024 16 2 3.65 0.115

Cuadro 5.12: Tiempos de usuario de la simulación y la ejecución del modelo
para algunos ejemplos del código de resolución de ecuaciones diferenciales
parciales mediante el método de Gauss-Seidel.
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Conclusiones y principales
aportaciones

Esta tesis ha cubierto una gran variedad de temas en el campo del mod-
elado anaĺıtico del comportamiento de las memorias caché, contemplando el
modelado de códigos tanto con patrones de acceso regulares como irregulares
y avanzando en la automatización del mismo.

Podemos resumir las principales aportaciones de esta memoria en los
siguientes puntos:

Presentación de una metodoloǵıa para el modelado anaĺıtico de códi-
gos que incluyen patrones de acceso irregulares, aplicando un enfoque
probabiĺıstico para estos últimos. Hasta el momento estos patrones sólo
hab́ıan sido abordados de forma parcial, modelando códigos simples en
los que sólo se consideraban algunas de las fuentes de fallos [46]. Nue-
stro modelado considera todos los tipos de fallos y se ha demostrado su
aplicabilidad a códigos más complejos que los manejados previamente
en la bibliograf́ıa.

El método se basa en los conceptos de vector de área asociado a una se-
rie de accesos y de la distancia entre los reusos de una ĺınea en término
de iteraciones de bucles. Proporcionamos ecuaciones y algoritmos para
el cálculo de los vectores de área correspondientes a los patrones de
acceso más comunes. A partir de estas ideas aplicamos una estrategia
sistemática para el modelado anaĺıtico, aplicando las ecuaciones asoci-
adas al patrón de acceso de cada referencia para calcular el vector de
área de interferencia que ésta genera entre los reusos de una ĺınea de la
estructura que se estudia.

En el estudio de los patrones irregulares se ha partido del más simple, el
generado por datos con una dispersión uniforme, para ir incorporando
elementos de complejidad como la distribución en banda, y finalmente,

163
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la distribución en banda con diagonales uniformes pero de diferentes
densidades, a la cual pertenecen por ejemplo el 42% de las matrices de
la colección Harwell-Boeing o el 60% en el caso de las matrices NEP.

Gracias a su naturaleza totalmente anaĺıtica, los modelos obtenidos
son totalmente parametrizables, permitiendo obtener mucha informa-
ción del comportamiento de los algoritmos en función de los distintos
parámetros: configuración de la caché, tamaños de las estructuras de
datos, etc. y discernir en qué referencias se generan los fallos y las
causas de los mismos. Otra ventaja con respecto a las simulaciones
es su reducido consumo de recursos computacionales. La diferencia es
aún mayor si consideramos los simuladores más habituales, los cuales
requieren la generación y almacenamiento en disco de una traza que
debe ser luego leida para la simulación de sus efectos sobre una caché.

El método se ilustra a través de su aplicación a diversos algoritmos
considerando gran variedad de patrones de acceso. En concreto, se ha
considerado el producto matriz dispersa-vector, matriz dispersa-matriz
densa con sus tres posibles ordenamientos, la trasposición de una ma-
triz dispersa y una versión del matriz dispersa-matriz densa altamente
optimizada.

Uno de los puntos débiles del modelado anaĺıtico hasta el momento era
su baja precisión. El modelado propuesto supera satisfactoriamente este
inconveniente, como se ha demostrado en los apartados de validación.
Se observan en todos los casos porcentajes de error reducidos, en partic-
ular comparándolos con las desviaciones t́ıpicas que se pueden producir
en el número de fallos de la simulación al modificar las direcciones
base de las estructuras de datos. Además los mayores errores suelen
producirse en aquellas combinaciones en las que la desviación t́ıpica
es mayor. Esto sugiere que un aumento del número de simulaciones
hará que la estimación del modelo vaya tendiendo asintóticamente a la
media de fallos medidos. Esta idea se ha comprobado positivamente en
muchos casos.

Finalmente, se estudia la aplicación de los conceptos de modelado que
hemos introducido utilizando códigos irregulares a códigos densos. La
mayor regularidad de los patrones de acceso que se dan en este tipo de
códigos permite extender el trabajo realizado previamente para presen-
tar una primera aproximación al modelado automático de éstos. Una
revisión de la bibliograf́ıa descubre que éste es otro campo en el que
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se han realizado pocos trabajos hasta la fecha. Nuestra estrategia im-
pone menos restricciones tanto en las configuraciones de las memorias
caché como en la estructura de los códigos a modelar que trabajos
precedentes [24]. Es posible el análisis de la gran mayoŕıa de códigos
densos, permitiendo múltiples referencias por estructura de datos, bu-
cles gobernados por otros bucles (como los utilizados en la técnica de
blocking) y anidamientos no perfectos bajo ciertas condiciones.

Un gran subconjunto del enfoque presentado se implementa de forma
efectiva en un pequeño analizador que demuestra, al igual que el mode-
lado manual, su efectividad tanto computacional como en términos del
margen de error de sus predicciones. Para ello se analizan seis códigos
densos que presentan diferentes dificultades.

En cuanto a las ĺıneas de trabajo a seguir en el futuro, resaltamos las sigu-
ientes:

El modelado de la técnica de prebúsqueda, bien en su vertiente hard-
ware bien en la software[36]. En particular, de entre las múltiples es-
trategias de prebúsqueda hardware, creemos que la más interesante de
analizar seŕıa la secuencial en sus variedades más simples [41], [42];
aquellas en las que al acceder a un bloque se genera la prebúsqueda
del siguiente. El motivo es que son las únicas con una coste/eficiencia
lo suficientemente buena [16] como para ser implementadas (el HP
PA7200 [13] implementa la prebúsqueda secuencial con marca).

Una distinción fundamental que implicará la consideración de la pre-
búsqueda será la existencia de varios flujos simultáneos de accesos a
memoria: los provocados por los fallos en la caché, que exigen que el
procesador se detenga hasta que se resuelven, y los correspondientes a
las prebúsquedas, que se resuelven en paralelo.

La extensión del modelado de patrones de acceso irregulares para con-
siderar otras posibles distribuciones de los datos, o en particular, de las
entradas de una matriz dispersa.

La formalización de la expresión de dichas distribuciones aśı como de las
referencias indirectas que generan de forma que se desarrollen técnicas
análogas a las explicadas en el caṕıtulo 5 para la automatización del
análisis de códigos con patrones irregulares.

La integración de las técnicas automatizables desarrolladas en entornos
de análisis de códigos que las soporten y permitan su aplicación de
forma efectiva y rápida a los programas reales.
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[33] J. E. MacDonald and K. L. Sigworth. Storage hierarchy optimization
procedure. IBM Journal of Research and Development, 19(2):133–140,
March 1975.

[34] T. Mathisen. Pentium secrets: Undocumented features of the Intel Pen-
tium can give you all the information you need to optimize Pentium
code. Byte Magazine, 19(7):191–192, July 1994.

[35] MIPS Technologies Inc. R10000 Microprocessor Technical Brief, Oct.
1994.

[36] T. C. Mowry. Tolerating Latency Through Software Controlled Data
Prefetching. PhD thesis, Dept. of Computer Science, Stanford Univer-
sity, March 1994.

[37] T. C. Mowry, M. S. Lam, and A. Gupta. Design and evaluation of a
compiler algorithm for prefetching. In Proc. Fifth International Confer-
ence on Architectural Support for Programming Languages and Operat-
ing Systems, pages 62–73, Oct. 1992.
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